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Передмова
У посiбнику наведено базовi алгоритми, якi виникають у курсi лi-

нiйної алгебри, i якi дозволяють розв’язувати типовi задачi з курсу.
Увагу придiлено саме стандартним задачам, бо досконале володiння те-
хнiчним апаратом дозволяє розв’язувати складнiшi задачi, зосереджую-
чись на їхнiй змiстовнiй частинi i не зупиняючись на технiчних деталях.
В жодному разi не можна вважати цей посiбник замiною пiдручникам
або лекцiям, це лише доповнення (сподiваємося, що корисне) до книжок
та конспектiв. Припускається, що читач знайомий з лекцiйним матерiа-
лом, тому автори свiдомо опускають доведення теорем та тверджень, а
наводять лише їхнi формулювання. Також випущений роздiл про жор-
данову нормальну форму матрицi, бо iснує чудовий посiбник [6], у якому
дуже детально описанi алгоритми вiдшукання ЖНФ матрицi, а також
алгоритми розв’язання задач, пов’язаних з ЖНФ.
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1 Алгоритм Ґауса
Почнемо з базового алгоритму лiнiйної алгебри, який допомагає розв’я-

зувати величезну кiлькiсть задач.
Нагадаємо, що у загальному випадку система лiнiйних рiвнянь (ко-

ротко: СЛР) має вигляд

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1 ,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm ,

(1)

де x1, x2, . . . , xn — це невiдомi, а aij — коефiцiєнти при невiдомих.
Як вiдомо, кожнiй СЛР можна зiставити її матрицю, а потiм пра-

цювати саме з нею:

A =


a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 a23 · · · a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 · · · amn

 , (2)

Матрицю (2) називають основною матрицею або просто матрицею
СЛР (1).

Поруч iз матрицею (2) для системи (1) розглядають i розширену
матрицю 

a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 a23 · · · a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
. . .
bm

 , (3)

яка одержується з (2) приєднанням стовпця вiльних членiв (щоб не
сплутати вiльнi члени з коефiцiєнтами при невiдомих, стовпець вiль-
них членiв вiддiляють вертикальною рискою).

Всi коефiцiєнти СЛР (1) є елементами деякого поля P . Розв’язком
цiєї системи у полi P називається такий набiр a = (a1, a2, . . . , an) iз n
елементiв a1, a2, . . . , an поля P , що пiсля пiдстановки в систему (1) цих
елементiв вiдповiдно замiсть невiдомих x1, x2, . . . , xn отримаємо пра-
вильнi рiвностi.

В залежностi вiд кiлькостi розв’язкiв СЛР подiляються на три типи.
Якщо СЛР (1) має хоча б один розв’язок, вона називається сумiсною. У
противному разi СЛР називається несумiсною. Сумiсна СЛР, яка має
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рiвно один розв’язок, називається визначеною. Якщо ж сумiсна СЛР
має бiльше одного розв’язку, то вона називається невизначеною.

Двi СЛР з одними i тими ж невiдомими називаються рiвносильними
або еквiвалентними, якщо їхнi множини розв’язкiв збiгаються.

Елементарними перетвореннями рядкiв (стовпцiв) матрицi (2) на-
зиваються такi її перетворення:

1) перестановка двох рядкiв (стовпцiв) матрицi;
2) множення одного з рядкiв (стовцiв) матрицi на число λ 6= 0;
3) додавання до одного з рядкiв (стовцiв) матрицi iншого її рядка

(стовпця), помноженого на деяке число λ.

Теорема 1.1 (Алгоритм Ґауса). Елементарними перетвореннями ряд-
кiв та перестановками стовпцiв довiльну ненульову матрицю A роз-
мiру m× n можна звести до наступного вигляду

1 0 . . . 0 f1,r+1 . . . f1n
0 1 · · · 0 f2,r+1 . . . f2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1 fr,r+1 . . . frn
0 0 · · · 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 0 0 . . . 0


, (4)

де 0 < r 6 min(m,n).

Прямий хiд алгоритму Ґауса.

1. • За потреби перейменувавши змiннi та переставивши рядки,
прийти до матрицi Ã = (ãij), в якiй ã11 6= 0.

• Роздiлити перше рядок на ã11.
• Для кожного k (k = 2, 3, . . . ,m) вiд k–го рядка вiдняти пер-

ший, помножений на ãk1.
У результатi прийдемо до матрицi

B =


1 b12 . . . b1n
0 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . . .
0 bm2 . . . bmn

 . (5)

2. Якщо матриця B мiстить ненульовi елементи лише в першому ряд-
ку, то вона вже має шуканий вигляд. У противному разi серед
елементiв bij , де i, j > 2, є ненульовий.
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• Перестановкою стовпцiв (вiдмiнних вiд першого) i рядкiв (вiд-
мiнних вiд першого) з матрицi B можна прийти до матрицi

B̃ =


1 b̃12 . . . b̃1n
0 b̃22 . . . b̃2n
. . . . . . . . . . . . .

0 b̃m2 . . . b̃mn

 ,

в якiй b̃22 6= 0.

• Подiлити другий рядок матрицi B̃ на b̃22.

• Для кожного l (l = 3, . . . ,m) вiд l–го рядка вiдняти другий
рядок, помножений на b̃l2.

3. Одержимо матрицю

C =


1 c12 c13 . . . c1n
0 1 c23 . . . c2n
0 0 c33 . . . c3n
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 c3m . . . cmn

 . (6)

Якщо серед елементiв cij , де i, j > 3, є ненульовi, то продовжуємо
аналогiчнi перетворення далi (тiльки вже працюємо з рядками i
стовпцями з номерами > 3). I так далi. Через скiнченну кiлькiсть
крокiв прийдемо до матрицi вигляду

D =



1 d12 . . . d1,r−1 d1r d1,r+1 . . . d1n
0 1 . . . d2,r−1 d2r d2,r+1 . . . d2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 dr−1,r dr−1,r+1 . . . dr−1,n
0 0 . . . 0 1 dr,r+1 . . . drn
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0


.

(7)

Зворотний хiд алгоритму Ґауса.

1. Для кожного l (l = 1, 2, . . . , r−1) вiд l–го рядка матрицi D вiдняти
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r–й рядок, помножений на dlr. Одержимо матрицю

D′ =



1 d12 . . . d1,r−1 0 d′1,r+1 . . . d′1n
0 1 . . . d2,r−1 0 d′2,r+1 . . . d′2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 d′r−1,r+1 . . . d′r−1,n
0 0 . . . 0 1 dr,r+1 . . . drn
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0


.

2. Для кожного l (l = 1, 2, . . . , r−1) вiд l–го рядка матрицi D′ вiдняти
(r − 1)–й рядок, помножений на dl,r−1.

3. Зробивши аналогiчнi перетворення над рештою рядкiв l = 1, . . . , r−
2, прийдемо до матрицi

1 0 . . . 0 0 f1,r+1 . . . f1n
0 1 . . . 0 0 f2,r+1 . . . f2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 fr−1,r+1 . . . fr−1,n
0 0 . . . 0 1 fr,r+1 . . . frn
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0


,

яка вже має потрiбний вигляд.

Метод Ґауса розв’язування СЛР.

Прямий хiд методу Ґауса.

1. Якщо всi коефiцiєнти aij основної матрицi СЛР (1) є нулями, то
кожне з рiвнянь системи має вигляд 0 = bi. Тодi

(a) якщо серед вiльних членiв bi є хоча б один ненульовий, то
СЛР є несумiсною;

(b) якщо bi = 0 для всiх i, то будь–який вектор x = (x1, x2, . . . , xn)
є розв’язком i СЛР є невизначеною.

2. Якщо серед коефiцiєнтiв основної матрицi є ненульовi, то перейме-
нувавши, в разi потреби, змiннi i переставивши рiвняння, можна
вважати, що a11 6= 0. Далi дiємо наступним чином.
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(a) Подiлити перше рiвняння на a11 та для кожного k (k = 2,3,
. . ., m) вiд k–го рiвняння вiдняти перше рiвняння, помножене
на ak1. У результатi одержимо СЛР, у якiй з усiх рiвнянь,
крiм першого, виключена змiнна x1:

x1 + b12x2 + · · · + b1nxn = b′1 ,
b22x2 + · · · + b2nxn = b′2 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm2x2 + · · · + bmnxn = b′m .

(8)

Зауважимо, що основною матрицею цiєї системи є матри-
ця (5).
Останнi m − 1 рiвнянь цiєї системи утворюють СЛР, яка мi-
стить уже на одну невiдому менше — лише x2, x3, . . . , xn.

(b) Перейменувавши, в разi потреби, змiннi i переставивши рiв-
няння, можна вважати, що b22 6= 0.

• Роздiлити друге рiвняння на b22
• Для кожного k (k = 3, 4, . . . ,m) вiд k–го рiвняння вiдняти

друге, помножене на bk2.

(c) Продовжуємо робити аналогiчнi перетворення з iншими ряд-
ками. На кожному кроцi алгоритму Ґауса виключаємо одну
невiдому (у разi потреби перенумерувавши невiдомi). Тому
на k–му кроцi з системи виключається xk.

Коли процес закiнчиться? Наступний крок не можна виконати тiль-
ки в двох випадках: або вже не залишилось рiвнянь, або в рiвняннях, що
залишились, усi коефiцiєнти при невiдомих дорiвнюють 0. Якщо таке
трапилося пiсля r крокiв, то одержана система буде мати вигляд

x1 + d12x2 + · · ·+ d1rxr + d1,r+1xr+1 + · · ·+ d1nxn = b′′1 ,
x2 + · · ·+ d2rxr + d2,r+1xr+1 + · · ·+ d2nxn = b′′2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr + dr,r+1xr+1 + · · ·+ drnxn = b′′r ,

0 = b′′r+1,
. . . . . . . . .
0 = b′′m.

(9)

Перехiд вiд системи (1) до системи (9) i називається прямим ходом
методу Ґауса.

Якщо r < m, то система (9) мiстить рiвняння вигляду 0 = b′′t , t =
r + 1, . . . ,m. Якщо серед вiльних членiв b′′r+1, . . . , b′′m є хоча б один
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ненульовий, то система (9) (а тому i початкова СЛР) є несумiсною.
Тому на цьому процес її розв’язання завершується.

Якщо ж r = m або всi коефiцiєнти b′′r+1, . . . , b′′m дорiвнюють 0, то
перетворення системи можна продовжити далi.

Зворотний хiд методу Ґауса.

Виконуючи такi самi перетворення, як у зворотному ходi алгоритму
Ґауса, систему (9) можна звести до вигляду

x1 + f1,r+1xr+1 + · · · + f1nxn = h1,
x2 + f2,r+1xr+1 + · · · + f2nxn = h2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr + fr,r+1xr+1 + · · · + frnxn = hr,

0 = 0,
. . . . . . . .

0 = 0.

(10)

Основною матрицею цiєї СЛР буде матриця (16).

Лишилося з’ясувати, як записати розв’язки. Можливi два випадки
(зауважимо, що рiвняння вигляду 0 = 0 можна вiдкинути).

Випадок 1. r = n. У цьому випадку система (10) має вигляд

x1 = h1,
x2 = h2,
. . . . . . .
xn = hn.

(11)

Тодi ця СЛР є сумiсною, а її єдиним розв’язком є набiр (h1, . . . , hn).
Тобто СЛР є визначеною.

Випадок 2. r < n. У цьому випадку систему (10) можна переписати
у виглядi

x1 = h1 − f1,r+1xr+1 − · · · − f1nxn ,
x2 = h2 − f2,r+1xr+1 − · · · − f2nxn ,

xr = hr − fr,r+1xr+1 − · · · − frnxn ,

(12)

де xr+1, . . . , xn — це вiльнi змiннi, яким можна надавати довiльних
значень: xr+1 = t1, . . . , xn = tn−r. Якщо значення вiльних невiдомих

10



вибранi, то головнi невiдомi вже визначаються однозначно:

x1 = h1 − f1,r+1t1 − f1,r+2t2 − · · · − f1ntn−r ,
x2 = h2 − f2,r+1t1 − f2,r+2t2 − · · · − f2ntn−r ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr = hr − fr,r+1t1 − fr,r+1t2 − · · · − frntn−r .

(13)

Таким чином, розв’язком є кожен набiр вигляду

(h1−f1,r+1t1−· · ·−f1ntn−r, . . . , hr−fr,r+1t1−· · ·−frntn−r, t1, . . . , tn−r) ,
(14)

де замiсть параметрiв t1, . . . , tn−r можна пiдставляти довiльнi значення.
У цьому випадку СЛР є невизначеною.

Висновок.

1. СЛР (1) є сумiсною тодi й лише тодi, коли пiсля прямого ходу
методу Ґауса вона зводиться до вигляду (9), причому b′′r+1 = · · · =
b′′m = 0.

2. Якщо СЛР (1) сумiсна, то зворотним ходом методу Ґауса її можна
звести до квазiрiвносильної їй СЛР вигляду (10). Якщо r = n, то
СЛР буде визначеною, а якщо r < n — то невизначеною. Розв’яз-
ками СЛР (10) будуть усi набори вигляду (14) i тiльки вони.

Зауважимо, що при застосуваннi методу Ґауса на практицi замiсть
елементарних перетворень рiвнянь системи виконують вiдповiднi пере-
творення рядкiв її розширеної матрицi.

Отже, щоб розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за допомогою методу
Ґауса, потрiбно

• виписати розширену матрицю системи лiнiйних рiвнянь;

• за допомогою алгоритму Ґауса звести матрицю до вигляду (4);

• з’ясувати, чи є система сумiсною чи несумiсною. У випадку сумi-
сної системи описати розв’язки вiдповiдно до висновку.

Приклади
Приклад 1.1. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь

x1 + 2x2 + 3x3 = 6,
4x1 + 5x2 + 6x3 = 15,
7x1 + 8x2 + 9x3 = 25.
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Розв’язання. 1. Випишемо розширену матрицю цiєї системи лiнiйних
рiвнянь:  1 2 3

4 5 6
7 8 9

6
15
25

 .

2. Виконаємо прямий хiд алгоритму Ґауса.
Спочатку вiднiмемо вiд другого i третього рядкiв перший, помноже-

ний вiдповiдно на 4 i 7. Отримаємо: 1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −12

6
−9
−17

 .

Тепер вiд третього рядка вiднiмемо подвоєний другий. Отримаємо: 1 2 3
0 −3 −6
0 0 0

6
−9
1

 .

Таким чином, третє рiвняння системи набуло вигляду

0·x1 + 0·x2 + 0·tx3 = 1.

Оскiльки воно не має розв’язкiв, то дана СЛР є несумiсною.

Приклад 1.2. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь

x1 + 2x2 + 3x3 = 6,
4x1 + 5x2 + 6x3 = 15,
7x1 + 8x2 + 10x3 = 25

Розв’язання. 1. Випишемо розширену матрицю цiєї системи лiнiйних
рiвнянь:  1 2 3

4 5 6
7 8 10

6
15
25

 .

2. Виконаємо прямий хiд алгоритму Ґауса.
Якщо з цiєю матрицею виконати такi ж перетворення, як у попере-

дньому прикладi, то отримаємо матрицю 1 2 3
0 −3 −6
0 0 1

6
−9
1

 .
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3. Виконаємо зворотний хiд алгоритму Ґауса.
Роздiлимо другий рядок на −3, а потiм вiднiмемо вiд першого i дру-

гого рядкiв третiй, помножений вiдповiдно на 3 i 2. Отримаємо: 1 2 0
0 1 0
0 0 1

3
1
1

 .

Вiднiмемо вiд першого рядка подвоєний другий: 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
1
1

 .

Таким чином, система набула вигляду

x1 = 1,
x2 = 1,
x3 = 1.

Отже, дана СЛР є визначеною, а її єдиним розв’язком є набiр (1, 1, 1).

Приклад 1.3. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь

x1 + 2x2 + 3x3 = 6,
4x1 + 5x2 + 6x3 = 15,
7x1 + 8x2 + 9x3 = 24

Розв’язання. 1. Випишемо розширену матрицю цiєї системи лiнiйних
рiвнянь:  1 2 3

4 5 6
7 8 9

6
15
24

 .

2. Виконаємо прямий хiд алгоритму Ґауса. Якщо з цiєю матрицею
виконати такi ж перетворення, як у першому прикладi, то отримаємо
матрицю  1 2 3

0 −3 −6
0 0 0

6
−9
0

 .

Роздiлимо другий рядок на −3, отримаємо матрицю 1 2 3
0 1 2
0 0 0

6
3
0

 .
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3. Виконаємо зворотний хiд алгоритму Ґауса. Вiднiмемо вiд першого
рядка подвоєний другий. Отримаємо: 1 0 −1

0 1 2
0 0 0

0
3
0

 .

Таким чином, система набула вигляду

x1 − x3 = 0,
x2 + 2x3 = 3,

0 = 0.

Виключимо останнє рiвняння, яке є тотожно iстинним, i перенесемо
члени з x3 у праву частину:

x1 = x3,
x2 = 3− 2x3.

Таким чином, невiдомому x3 можна надавати довiльного значення t,
пiсля чого x1 i x2 визначаються однозначно: x1 = t, x2 = 3 − t. Отже,
дана СЛР є невизначеною, а множина її розв’язкiв має вигляд

{(t, 3− 2t, t) | t ∈ R}.

2 Знаходження максимальної лiнiйно неза-
лежної системи векторiв

Нехай P — деяке поле. Нагадаємо, що арифметичним векторним
простором розмiрностi n над полем P називається множина

Pn := {(a1, a2, . . . , an) | a1, a2, . . . , an ∈ P}

(елементи якої називаються векторами) разом iз операцiями додава-
ння векторiв i множення векторiв на елементи поля P , визначеними
наступним чином:

(a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) := (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn) ,

α · (a1, a2, . . . , an) := (αa1, αa2, . . . , αan) .
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Система векторiв v1 . . . , vm називається лiнiйно незалежною (по-
значатимемо коротко ЛНЗ), якщо k1v1 + · · · + kmvm = 0 тодi й лише
тодi, коли k1 = 0, . . . , km = 0. В iншому разi система векторiв називає-
ться лiнiйно залежною.

Максимальна лiнiйно незалежна пiдсистема векторiв векторного про-
стору — це та лiнiйно незалежна пiдсистема, яка не мiстяться в жоднiй
бiльшiй лiнiйно незалежнiй пiдсистемi. Максимальнi лiнiйно незалежнi
пiдсистеми коротко будемо називати МЛНЗ-пiдсистемами. Кiлькiсть
векторiв у МЛНЗ-пiдсистемi даної системи векторiв S називається ран-
гом цiєї системи векторiв i позначається rank(S). Якщо система S є
скiнченною i складається з векторiв u1, . . . , uk, то використовують та-
кож позначення rank(u1, . . . , uk).

Типовими задачами є задачi з’ясування, чи є система векторiв ари-
фметичного векторного простору лiнiйно незалежною, задача знахо-
дження максимальної лiнiйно незалежної пiдсистеми системи векторiв,
знаходження рангу системи векторiв, знаходження базису та розмiрно-
стi простору, породженого системою векторiв. З технiчного погляду всi
цi задачi схожим чином.

Правило 2.1. Щоб з’ясувати, чи є система векторiв a1,a2, . . . ,ak лi-
нiйно залежною/незалежною, потрiбно

• скласти матрицю, стовпцями якої є вектори a1,a2, . . . ,ak;

• за допомогою прямого ходу алгоритму Ґауса звести одержану ма-
трицю до вигляду

1 d12 . . . d1,r−1 d1,r d1,r+1 . . . d1n
0 1 . . . d2,r−1 d2,r d2,r+1 . . . d2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 dr−1,r dr−1,r+1 . . . dr−1,n
0 0 . . . 0 1 dr,r+1 . . . drn
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0


; (15)

• якщо k = r, то система векторiв лiнiйно незалежна; якщо k < r,
система векторiв лiнiйно залежна.

Правило 2.2. Щоб знайти МЛНЗ пiдсистему системи векторiв a1,
a2, . . . , ak, потрiбно
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• скласти матрицю, стовпцями якої є вектори a1,a2, . . . ,ak;

• за допомогою методу Ґауса звести одержану матрицю до вигляду

1 0 . . . 0 0 f1,r+1 . . . f1n
0 1 . . . 0 0 f2,r+1 . . . f2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 fr−1,r+1 . . . fr−1,n
0 0 . . . 0 1 fr,r+1 . . . frn
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0


; (16)

• вектори, на мiсця яких утворилася одинична матриця, i є векто-
рами МЛНЗ пiдсистеми.

Зауваження 1. МЛНЗ пiдсистема системи векторiв визначається не
єдиним чином! Проте кiлькiсть векторiв у МЛНЗ не залежить вiд спосо-
бу знаходження МЛНЗ.

Правило 2.3. Щоб знайти ранг системи векторiв a1,a2, . . . ,ak, треба

• скласти матрицю, стовпцями якої є вектори a1,a2, . . . ,ak;

• за допомогою прямого алгоритму Ґауса звести одержану матрицю
до вигляду (16);

• число r дорiвнює рангу системи векторiв a1,a2, . . . ,ak.

Оскiльки базис векторного простору, породженого системою векто-
рiв a1,a2, . . . ,ak, є МЛНЗ пiдсистемою цiєї системи векторiв, а розмiр-
нiсть цього простору дорiвнює рангу системи векторiв, то для знахо-
дження базису можна застосовувати правило 2.2, а для знаходження
розмiрностi — правило 2.3. Зауважимо, що базис простору визначає-
ться не однозначно.

Приклади
Приклад 2.1. З’ясувати, чи буде лiнiйно незалежною система векто-
рiв:

v1 = (4, −5, 2, 6) ,
v2 = (2, −2, 1, 3) ,
v3 = (6, −3, 3, 9) ,
v4 = (4, −1, 5, 6) ;
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Розв’язання. 1. Складемо матрицю, стовпцями якої є вектори v1,v2,v3,v4:
4 2 6 4
−5 −2 −3 −1
2 1 3 5
6 3 9 6

 .

2. Зведемо її до вигляду (16) за допомогою прямого ходу алгоритму
Ґауса 

4 2 6 4
−5 −2 −3 −1
2 1 3 5
6 3 9 6

 


2 1 3 5
5 2 3 1
4 2 6 4
6 3 9 6

 

 


2 1 3 5
1 0 −3 −9
0 0 0 −6
0 0 0 −9

 


2 1 3 5
1 0 −3 −9
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Оскiльки кiлькiсть ненульових рядкiв менша за кiлькiсть векторiв, то
система векторiв v1,v2,v3,v4 лiнiйно залежна.

Приклад 2.2. Знайти ранг системи векторiв

v1 = (4, −5, 2, 6) ,
v2 = (2, −2, 1, 3) ,
v3 = (6, −3, 3, 9) ,
v4 = (4, −1, 5, 6) ;

Розв’язання. 1. Складемо матрицю, стовпцями якої є вектори v1,v2,v3,v4.
Одержана матриця буде така сама, як i у попередньому прикладi, тому
виписувати її не будемо.

2. Пiсля застосування прямого ходу алгоритму Ґауса одержимо
2 1 3 5
1 0 −3 −9
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Отже, ранг системи векторiв дорiвнює 3.

Приклад 2.3. Знайти МЛНЗ-пiдсистему для системи векторiв
a1 = (1, 0, 3, 3), a2 = (−2,−3,−5,−4), a3 = (2, 2, 5, 4), a4 = (0,−1, 0, 0),
a5 = (1,−4, 4, 5), та виразити через цю МЛНЗ-пiдсистему iншi вектори
системи.
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Розв’язання. 1. Складемо матрицю, стовпцями якої є вектори a1, a2,
a3, a4, a5: 

1 −2 2 0 1
0 −3 2 −1 −4
3 −5 5 0 4
3 −4 4 0 5

 . (17)

2. За допомогою алгоритму Ґауса зведемо матрицю до вигляду (16):
1 −2 2 0 1
0 −3 2 −1 −4
3 −5 5 0 4
3 −4 4 0 5

 


1 −2 2 0 1
0 −3 2 −1 −4
0 1 −1 0 1
0 2 −2 0 2

 

 


1 −2 2 0 1
0 1 −1 0 1
0 0 −1 −1 −1
0 0 0 0 0

 


1 0 0 0 3
0 1 0 1 2
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0

 .

Таким чином, вектори a1, a2 i a3 утворюють МЛНЗ-пiдсистему.
3. Залишилося виразити вектори a4 та a5 через вектори a1, a2 i a3.

Векторам a4 та a5 вiдповiдають четверти та п’ятий стовцi матрицi (17),
а тому i стовцi зведеної матрицi

1 0 0 0 3
0 1 0 1 2
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0

 .

З останньої матрицi видно, що четвертий стовпець є сумою другого та
третього стовпцiв, а п’тий є сумою потроєного першого, подвоєного дру-
гого та третього, отже,

a4 = a2 + a3, a5 = 3a1 + 2a2 + a3.

Знаходження рангу матрицi
Iз кожною матрицею

A =


a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 a23 · · · a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 · · · amn

 , (18)
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мможна пов’язати двi системи векторiв: систему її стовпцiв i систему її
рядкiв. Ранг системи вектор–стовпцiв називається стовпцевим рангом
матрицi A i позначається rст.(A), а ранг системи вектор–рядкiв назива-
ється рядковим рангом матрицi A i позначається rряд.(A).

Означення 2.1. Спiльне значення рядкового та стовпцевого рангiв ма-
трицi A називається рангом матрицi A i позначається rank(A).

Квадратна матриця порядку n називається виродженою (або осо-
бливою), якщо її ранг менший за n. У противному разi така матриця
називається невиродженою (неособливою).

Правило 2.4. Щоб обчислити ранг матрицi потрiбно

• за допомогою алгоритму Ґауса звести матрицю до вигляду (16);

• порахувати кiлькiсть одиниць на головнiй дiагоналi, це число i
буде дорiвнювати рангу матрицi.

Приклад 2.4. Обчислити ранг матрицi

A =

2 −1 5 7
4 −2 7 5
2 −1 1 −5

 .

Розв’язання. Виконаємо прямий хiд алгоритму Ґауса:2 −1 5 7
4 −2 7 5
2 −1 1 −5

 
2 −1 1 −5
0 0 5 15
0 0 4 12

 
2 −1 1 −5
0 0 1 3
0 0 0 0

 .

Зауважимо, що на цьому обчислення можна закiнчити — зводити далi
матрицю до вигляду (16) не потрiбно. Справдi, в останнiй матрицi першi
два рядки лiнiйно незалежнi, а третiй — нульовий. Тому її рядковий
ранг дорiвнює 2. Але тодi i rank(A)=2.

3 Знаходження фундаментальної системи
розв’язкiв
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Означення 3.1. Пiдпростором простору Pn називається довiльна не-
порожня пiдмножина V ⊆ Pn, яка замкнена вiдносно додавання векто-
рiв i множення векторiв на скаляри, тобто:

1) для довiльних a, b ∈ V виконується a+ b ∈ V ;
2) для довiльних a ∈ V та α ∈ P виконується α · a ∈ V.

Нагадаємо, що однорiдна СЛР— це СЛР з нульовим вiльним вектором–
стовпцем.

Теорема 3.1. Множина розв’язкiв однорiдної СЛР з коефiцiєнтами з
поля P утворює пiдпростiр простору Pn, де n — кiлькiсть невiдомих.

База цього пiдпростору називається фундаментальною системою
розв’язкiв (або коротко — ФСР) цiєї однорiдної СЛР.

Теорема 3.2 (про будову множини розв’язкiв однорiдної СЛР). Ко-
жен розв’язок однорiдної СЛР записується у виглядi лiнiйної комбiна-
цiї розв’язкiв iз ФСР, причому таке зображення однозначне.

Наступна теорема дає спосiб побудови ФСР.

Теорема 3.3 (про “хвости”). Якщо xr+1, xr+2, . . . , xn — це список усiх
вiльних невiдомих однорiдної СЛР, то ця система має ФСР вигляду

f1 = (c11, . . . , c1r, 1, 0, . . . , 0)
f2 = (c21, . . . , c2r, 0, 1, . . . , 0)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn−r = (cn−r,1, . . . , cn−r,r, 0, 0, . . . , 1)

(19)

(у розв’язку fi одиниця в “хвостi” стоїть на r + i–му мiсцi).

Теорема 3.4 (про загальний розв’язок неоднорiдної СЛР). Рiзниця
довiльних двох розв’язкiв неоднорiдної СЛР S є розв’язком вiдповiдної
однорiдної системи. Cума фiксованого розв’язку системи S i довiль-
ного розв’язку вiдповiдної однорiдної системи є розв’язком системи S,
причому кожен розв’язок системи S можна одержати таким чином.

Правило 3.1. Щоб знайти ФСР однорiдної СЛР, потрiбно

• скласти матрицю однорiдної СЛР;

• звести її до вигляду (16);

• обрати вiльнi змiннi та надати їм вiльних значень;
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• виписати вектори ФСР у вiдповiдностi до теореми 3.1.

Правило 3.2. Щоб знайти загальний розв’язок однорiдної СЛР, потрi-
бно

• скласти матрицю однорiдної СЛР;

• знайти ФСР цiєї однорiдної СЛР;

• записати загальний розв’язок як лiнiйну комбiнацiю векторiв з
ФСР.

Правило 3.3. Щоб знайти загальний розв’язок неоднорiдної СЛР, по-
трiбно

• записати розширену матрицю неоднорiдної СЛР;

• випивати матрицю вiдповiдної однорiдної СЛР;

• знайти ФСР однорiдної СЛР;

• знайти деякий часковий розв’язок неоднорiдної СЛР

• записати загальний розв’язок як суму часткового розв’язку та лi-
нiйної комбiнацiї векторiв з ФСР.

Приклади
Приклад 3.1. Знайти ФСР та загальний розв’язок ОСЛР

x1 + 3x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
2x1 + 6x2 + 5x3 + 8x4 − x5 = 0,
3x1 + 9x2 + 5x3 + 7x4 + x5 = 0,
x1 + 3x2 + 5x3 + 9x4 − 3x5 = 0.

Розв’язання. 1. Виписуємо матрицю однорiдної СЛР:
1 3 2 3 0
2 6 5 8 −1
3 9 5 7 1
1 3 5 9 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 .
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2. За допомогою алгоритму Ґауса зводимо матрицю системи до ви-
гляду (16:)

1 3 2 3 0
2 6 5 8 −1
3 9 5 7 1
1 3 5 9 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 

1 3 2 3 0
0 0 1 2 −1
0 0 −1 −2 1
0 0 3 6 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 

 


1 3 2 3 0
0 0 1 2 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 

1 3 0 −1 2
0 0 1 2 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 .

3. Iз вигляду останньої матрицi випливає, що в якостi вiльних невiдо-
мих можна взяти x2, x4, x5. Решта невiдомих виражається через них
наступним чином

x1 = −3x2 + x4 − 2x5, x3 = −2x4 + x5. (20)

Складемо таблицю, стовпцi якої нумеруються невiдомими. Спочатку по
черзi надаємо одному з вiльних невiдомих значення 1, а рештi вiльних
невiдомих — значення 0:

x1 x2 x3 x4 x5
1 0 0
0 1 0
0 0 1

.

4. З рiвностей (20) обчислюємо значення решти невiдомих:

x1 x2 x3 x4 x5
−3 1 0 0 0
1 0 −2 1 0
−2 0 1 0 1

.

Виписуємо вектори ФСР:

f1 = (−3, 1, 0, 0, 0), f2 = (1, 0,−2, 1, 0), f3 = (−2, 0, 1, 0, 1).

Тодi загальний розв’язок має вигляд t1f1 + t2f2 + t3f3, де t1, t2, t3 —
довiльнi.

Приклад 3.2. Знайти загальний розв’язок СЛР

x1 + 3x2 + 2x3 + 3x4 = 3,
2x1 + 6x2 + 5x3 + 8x4 − x5 = 8,
3x1 + 9x2 + 5x3 + 7x4 + x5 = 5,
x1 + 3x2 + 5x3 + 9x4 − 3x5 = 9.
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Розв’язання. 1. Виписуємо матрицю СЛР
1 3 2 3 0
2 6 5 8 −1
3 9 5 7 1
1 3 5 9 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
3
8
5
9


та матрицю вiдповдiної однорiдної СЛР

1 3 2 3 0
2 6 5 8 −1
3 9 5 7 1
1 3 5 9 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 .

2. У попередньому прикладi вже знайдено вектори ФСР:

f1 = (−3, 1, 0, 0, 0), f2 = (1, 0,−2, 1, 0), f3 = (−2, 0, 1, 0, 1).

3. Виконуючи тi самi елементарнi перетворення над матрицею нео-
днорiдної СЛР, що i при зведеннi матрицi однорiдної СЛР, дiйдемо до
матрицi 

1 3 0 −1 0
0 0 1 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3
3
1
0

 .

З неї видно, що частковим розв’язком початкової СЛР є, наприклад,
вектор (−3, 0, 3, 0, 1).

4. Запишемо загальний розв’язок як суму часткового розв’язку та
лiнiйної комбiнацiї векторiв ФСР:

(−3, 0, 3, 0, 1) + t1f1 + t2f2 + t3f3,

де t1, t2, t3 — довiльнi.

4 Дiї над матрицями
Пригадаємо, як визначаються сума, добуток матрицi на скаляр та

добуток матриць. Якщо A = (aij) i B = (bij) — матрицi однакового
розмiру, то їх сумою A + B називається матриця A + B = (aij + bij).
Додавати можна лише матрицi однакового розмiру.
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Добутком c · A матрицi A = (aij) на скаляр c називається матриця
c ·A = (c · aij).

Добутком матрицi A = (aij)m×n на матрицю B = (bij)n×k (розмiрiв
m×n i n×k вiдповiдно) називається матриця AB = (rij) розмiру m×k,
де

rij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj .

Перемножити двi матрицi можна тодi й лише тодi, коли кiлькiсть стов-
пцiв першого множника дорiвнює кiлькостi рядкiв другого.

Транспонованою до матрицi

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,

називається матриця

A> =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . amn
. . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn


МатрицяB називається оберненою до матрицiA, якщоBA = AB = E,

де E позначає одиничну матрицю. Матриця, для якої iснує обернена,
називається оборотною.

Правила додавання матриць, множення матрицi на скаляр та множе-
ння двох матриць випливає безпосередньо з означення. Опишемо лише
спосiб знаходження оберненої матрицi.

Правило 4.1. Для того, щоб знайти матрицю, обернену до матрицi A,
потрiбно

• до матрицi A дописати справа одиничну матрицю E такого самого
порядку;

• за допомогою елементарних перетворень рядкiв матрицi (A|E) зве-
сти її до вигляду (E|Ã);

• матриця Ã i буде матрицею, оберненою до A, тобто Ã = A−1.
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Приклади

Приклад 4.1. Обчислити суму матриць

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

3 29 11
2 18 −3
0 −3 5

.

Розв’язання.

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

3 29 11
2 18 −3
0 −3 5

 =

=

3 + 3 −4 + 29 5 + 11
2 + 2 −3 + 18 1− 3
3 + 0 −5− 3 −1 + 5

 =

6 25 16
4 15 −2
3 −8 4



Приклад 4.2. Обчислити добуток матриць

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

3 29
2 18
0 −3

.

Розв’язання.

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

3 29
2 18
0 −3

 =

=

 3 · 3 + (−4) · 2 + 5 · 0 3 · 29 + (−4) · 18 + 5 · (−3)
2 · 3 + (−3) · 2 + 1 · 0 2 · 29 + (−3) · 18 + 1 · (−3)

3 · 3 + (−5) · 2 + (−1) · 0 3 · 29 + (−5) · 18 + (−1) · (−3)

 =

 1 0
0 1
−1 −6



Приклад 4.3. Знайти обернену матрицю для матрицiA =

2 6 5
5 3 −2
7 4 −3

.

Розв’язання. 1. До матрицi A дописуємо справа одиничну матрицю E
такого ж порядку:  2 6 5

5 3 −2
7 4 −3

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1


2. За допомогою елементарних перетворень зводимо лiву частину до

одиничної матрицi. Спочатку вiд третього рядка вiднiмемо другий: 2 6 5
5 3 −2
7 4 −3

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 2 6 5

5 3 −2
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 −1 1

 
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Потiм вiд першого рядка вiднамiємо третiй, а вiд другого рядка вiднi-
маємо подвоєний третiй та переставляємо рядки:

 

 0 5 6
1 1 0
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
1 1 −1
0 3 −2
0 −1 1

 
 1 1 0

2 1 −1
0 5 6

∣∣∣∣∣∣
0 3 −2
0 −1 1
1 1 −1

 
Решта перетворень рядкiв зрозумiлi з вигляду лiвої частини матрицi:

 

 1 1 0
0 −1 −1
0 5 6

∣∣∣∣∣∣
0 3 −2
0 −7 5
1 1 −1

 
 1 1 0

0 1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
0 3 −2
0 7 −5
1 −34 24

 
 

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
0 3 −2
−1 41 −29
1 −34 24

 
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 −38 27
−1 41 −29
1 −34 24

.

Отже, A−1 =

 1 −38 27
−1 41 −29
1 −34 24

.

5 Дiї з пiдпросторами
Сумою U +W пiдпросторiв U i W простору V називається множина

всiх векторiв вигляду v = u + w, де u ∈ U , w ∈ W , тобто U + W =
{u + v | u ∈ U,w ∈ W}. Аналогiчно визначається сума V1 + · · · + Vk
довiльної кiлькостi пiдпросторiв. Перетин пiдпросторiв визначається
як звичайний теоретико–множинний перетин.

Сума V1+ · · ·+Vk називається прямою (i позначається V1⊕· · ·⊕Vk),
якщо кожний вектор v iз V1 + · · · + Vk може бути поданий у виглядi
v = v1 + · · ·+ vk, де vi ∈ Vi, єдиним чином.

Теорема 5.1 (Формула Ґрасмана). Якщо V1 i V2 — пiдпростори скiн-
ченновимiрного простору V , то

dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2).

Позначимо через

L(u1, u2, . . . , uk) = {λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λkuk | λ1, λ2, . . . , λk ∈ P}

множину всiх лiнiйних комбiнацiй векторiв u1, u2, . . . , uk. Неважко пе-
реконатися, що ця множина є векторним простором над полем P .
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Типовими задачами є вiдшукання бази суми та перетину пiдпросто-
рiв, а також вiдповiдних розмiрностей.

З означення суми пiдпросторiв випливає, що системою твiрних суми
U +W пiдпросторiв U та W , є об’єднання систем твiрних просторiв U
та W . Це дає наступне правило знаходження базису суми пiдпросторiв.

Правило 5.1. Нехай U = L(u1, u2, . . . , uk), W = L(w1, w2, . . . , wm) —
пiдпростори n–вимiрного векторного простору V . Для того, щоб знайти
розмiрнiсть суми U +W пiдпросторiв U та W , потрiбно

• скласти матрицю, стовпцями (або рядками) якої є вектори u1, . . . , uk,
w1, . . . , wm;

• знайти ранг утвореної матрицi;

• розмiрнiсть суми пiдпросторiв i дорiвнюватиме обчисленому у по-
передньому пунктi рангу.

Правило 5.2. Нехай U = L(u1, u2, . . . , uk), W = L(w1, w2, . . . , wm) —
пiдпростори n–вимiрного векторного простору V . Для того, щоб знайти
базу суми U +W пiдпросторiв U та W , потрiбно

• скласти матрицю, стовпцями (або рядками) якої є вектори u1, . . . , uk,
w1, . . . , wm;

• знайти МЛНЗ пiдсистему векторiв–стовпцiв (або векторiв–рядкiв)
утвореної матрицi;

• вектори з цiєї МЛНЗ i будуть базисом суми пiдпросторiв U та W .

Розглянемо тепер спосiб знаходження бази перетину. Вiзьмемо ве-
ктор v з перетину U ∩W . Його можна подати у виглядi

v = α1u1 + · · ·+ αkuk = β1w1 + · · ·+ βmwm . (21)

Перепишемо рiвнiсть у виглядi

α1u1 + · · ·+ αkuk − β1w1 − · · · − βmwm = 0 .

Розпишемо лiву рiвнiсть останнього спiввiдношення покоординатно, отри-
маємо однорiдну систему лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих α1, . . . , αk,
β1, . . . , βm. Нехай (α

(i)
1 , . . . , α

(i)
k , β

(i)
1 , . . . , β

(i)
m ), i = 1, . . . , r, — фундамен-

тальна система розв’язкiв отриманої системи. Тодi вектори

v1 = α
(1)
1 u1 + · · ·+ α

(1)
k uk, . . . , vr = α

(r)
1 u1 + · · ·+ α

(r)
k uk
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утворюють базу перетину U ∩ W . З рiвностi (21) випливає, що всi цi
вектори належать перетину U ∩ W . Оскiльки фундаментальна систе-
ма розв’язкiв породжує всю множину розв’язкiв системи рiвнянь, то
вектори v1, . . . , vr є системою твiрних перетину U ∩W .

Якщо γ1v1 + · · ·+ γrvr = 0, то з (21) випливає, що

r∑
i=1

γi(α
(i)
1 , . . . , α

(i)
k , β

(i)
1 , . . . , β(i)

m ) = (0, . . . , 0) .

Розв’язки з ФСР лiнiйно незалежнi, тому γ1 = · · · = γr = 0. Отже,
вектори v1, . . . , vr — лiнiйно незалежнi.

З (21) випливає, що вектори v1, . . . , vr можна визначати також рiв-
ностями

v1 = β
(1)
1 w1 + · · ·+ β

(1)
k wk, . . . , vr = β

(r)
1 w1 + · · ·+ β

(r)
k wk .

Пiдсумовуючи написане вище, одержимо наступне правило знахо-
дження бази перетину пiдпросторiв.

Правило 5.3. Нехай U = L(u1, u2, . . . , uk), W = L(w1, w2, . . . , wm) —
пiдпростори n–вимiрного векторного простору V . Для того, щоб знайти
базу перетину U ∩W пiдпросторiв U та W , потрiбно

• скласти матрицю однорiдної СЛР, стовпцями основної матрицi
якої є вектори u1, . . . , uk, −w1, . . . ,−wm;

• знайти ФСР цiєї однорiдної СЛР;

• якщо (α
(i)
1 , . . . , α

(i)
k , β

(i)
1 , . . . , β

(i)
m ), i = 1, . . . , r, — вектори ФСР, то

виписати базис перетину за правилом

v1 = α
(1)
1 u1 + · · ·+ α

(1)
k uk, . . . , vr = α

(r)
1 u1 + · · ·+ α

(r)
k uk

або

v1 = β
(1)
1 w1 + · · ·+ β

(1)
k wk, . . . , vr = β

(r)
1 w1 + · · ·+ β

(r)
k wk .

Правило 5.4. Нехай U = L(u1, u2, . . . , uk), W = L(w1, w2, . . . , wm) —
пiдпростори n–вимiрного векторного простору V . Для того, щоб знайти
розмiрнiсть перетину U ∩W пiдпросторiв U та W , потрiбно

• скласти матрицю однорiдної СЛР, стовпцями основної матрицi
якої є вектори u1, . . . , uk, −w1, . . . ,−wm;
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• знайти ФСР цiєї однорiдної СЛР;

• кiлькiсть векторiв у ФСР дорiвнює розмiрностi U ∩W .

Зауваження 2. Знаючи розмiрностi просторiв U , W та U +W , роз-
мiрнiсть U ∩W можна знайти за формулою Ґрасмана.

Приклади
Приклад 5.1. Знайти розмiрностi dim(U +W ) i dim(U ∩W ), якщо

U = L
(
(2,−5, 3, 4), (1, 2, 0,−7), (3,−6, 2, 5)

)
,

W = L
(
(2, 0,−4, 6), (1, 1, 1, 1), (3, 3, 1, 5)

)
.

Розв’язання. 1. Знайдемо розмiрнiсть простору U . Для цього складемо
матрицю, рядками якої є вектори (2,−5, 3, 4), (1, 2, 0,−7), (3,−6, 2, 5), та
знайдемо її ранг:

 2 −5 3 4
1 2 0 −7
3 −6 2 5

 
 1 2 0 −7

2 −5 3 4
3 −6 2 5

 
 1 2 0 −7

0 −9 3 18
0 −12 2 25

 .

Два останнi рядки непропорцiйнi, тому ранг матрицi дорiвнює 3 i
dimU = 3.

2. Знайдемо розмiрнiсть простору W . Для цього складемо матрицю,
рядками якої є вектори (2, 0,−4, 6), (1, 1, 1, 1), (3, 3, 1, 5), та знайдемо її
ранг: 2 0 −4 6

1 1 1 1
3 3 1 5

 
 1 1 1 1

2 0 −4 6
3 3 1 5

 
 1 1 1 1

0 −2 −6 4
0 0 −2 2

 .

Ранг цiєї матрицi також дорiвнює 3, тому dimW = 3.
3. Знайдемо розмiрнiсть суми U +W . Складемо матрицю, рядками

якої є вектори (2,−5, 3, 4), (1, 2, 0,−7), (3,−6, 2, 5), (2, 0,−4, 6), (1, 1, 1, 1),
(3, 3, 1, 5) та знайдемо її ранг:

2 0 −4 6
1 1 1 1
3 3 1 5
2 −5 3 4
1 2 0 −7
3 −6 2 5

 


1 1 1 1
0 −2 −6 4
0 0 −2 2
1 2 0 −7
0 −9 3 18
0 −12 2 25

 

29



 


1 1 1 1
0 1 3 −2
0 0 −1 1
0 1 −1 −8
0 −9 3 18
0 −12 2 25

 


1 1 1 1
0 1 3 −2
0 0 −1 1
0 0 −4 −6
0 0 30 0
0 0 38 1

 

 


1 1 1 1
0 1 3 −2
0 0 1 0
0 0 −1 1
0 0 −4 −6
0 0 38 1

 


1 1 1 1
0 1 3 −2
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 −6
0 0 0 1

 .

Оскiльки ранг матрицi дорiвнює 4, то dim(U +W ) = 4.
Для знаходження розмiрностi перетину U ∩W скористаємося фор-

мулою Ґрасмана:

dim(U ∩W ) = dimU + dimW − dim(U +W ) = 3 + 3− 4 = 2 .

Приклад 5.2. Знайти бази перетину U∩W та суми U+W пiдпросторiв
U та W , якщо

U = L
(
(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 1)

)
,

W = L
(
(1, 0, 1, 0), (0, 2, 1, 1), (1, 2, 1, 2)

)
.

Розв’язання. 1. Для простоти обчислень знайдемо спочатку бази про-
сторiв U та W . Для цього знайдемо МЛНЗ систем твiрних кожного з
просторiв. Для цього складемо матрицi, стовпцями яких є вектори з
систем твiрних просторiв U та W :

1 0 0
1 1 0
0 1 1
0 0 1

 i


1 0 1
0 2 2
1 1 1
0 1 2


Легко переконатися, що ранги обох матриць дорiвнюють 3, тобто да-
нi системи твiрних iз самого початку вже є базами. Позначимо u1 =
(1, 1, 0, 0), u2 = (0, 1, 1, 0), u3 = (0, 0, 1, 1), v1 = (1, 0, 1, 0), v2 = (0, 2, 1, 1),
v3 = (1, 2, 1, 2).

2. Знайдемо базу суми U +W . Складемо матрицю, стовпцями якої
є вектори u1,u2,u3, v1, v2, v3:

1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 2 2
0 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 2

 .
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За допомогою алгоритму Ґауса зведемо її до вигляду
1 0 0 0 1 2
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 2
0 0 0 1 −1 −1

 .

Отже, МЛНЗ пiдсистемою векторiв u1,u2,u3, v1, v2, v3, а, отже, i ба-
зою простору U +W , є u1,u2,u3, v1.

3. Знайдемо базу перетину U ∩W .
(a) Складемо однорiдну СЛР, стовпцями основної матрицi якої є

вектори u1,u2,u3,−v1,−v2,−v3 та запишемо її розширену матрицю:
1 0 0 −1 0 −1
1 1 0 0 −2 −2
0 1 1 −1 −1 −1
0 0 1 0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 .

(b) Знайдемо ФСР цiєї матрицi за правилом 3.1:
1 0 0 −1 0 −1
1 1 0 0 −2 −2
0 1 1 −1 −1 −1
0 0 1 0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 


1 0 0 −1 0 −1
0 1 0 1 −2 −1
0 1 0 −1 0 1
0 0 1 0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 

 


1 0 0 −1 0 −1
0 1 0 −1 0 1
0 0 1 0 −1 −2
0 0 0 2 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 


1 0 0 0 −1 −2
0 1 0 0 −1 0
0 0 1 0 −1 −2
0 0 0 1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 .

Отже, ФСР мiстить 2 розв’язки: (2, 0, 2, 1, 0, 1) та (1, 1, 1, 1, 1, 0). Це
дає нам базу перетину з 2 векторiв:

v1 = 2u1 + 2u3 = w1 +w3 = (2, 2, 2, 2) ,

v2 = u1 + u2 + u3 = w1 +w2 = (1, 2, 2, 1) .

6 Лiнiйнi вiдображення та дiї над ними
Нехай V — векторний простiр над полем P . Якщо e1, e2, . . . , en —

база простору V , то коефiцiєнти розкладу u = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen
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вектора u за векторами цiєї бази визначенi однозначно i називаються
координатами вектора u у цiй базi. У цьому випадку писатимемо u =
(a1, . . . , an).

Нехай e1, . . . , en i e′1, . . . , e′n — двi бази простору V (якi умовно на-
зивають старою i новою). Коефiцiєнти розкладiв

e′1 = t11e1 + t21e2 + · · · + tn1en ,
e′2 = t12e1 + t22e2 + · · · + tn2en ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e′n = t1ne1 + t2ne2 + · · · + tnnen .

утворюють матрицю

T(e)→(e′) =


t11 t12 · · · t1n
t21 t22 · · · t2n
...

...
. . .

...
tn1 tn2 · · · tnn

 ,

яка називається матрицею переходу вiд бази (e) = (e1, . . . , en) до бази
(e′) = (e′1, . . . , e′n).

Правило 6.1. Для того, щоб знайти матрицю переходу вiд старої бази
до нової, потрiбно

• знайти розклад векторiв e1, . . . , en старої бази за векторами e′1, . . . , e′n
нової бази;

• скласти матрицю, j–м стовпцем якої є коефiцiєнти розкладу j–го
вектора нової бази за векторами старої бази.

Зауважимо, що з технiчного погляду матрицю лiнiйного вiдображе-
ння часто легше знаходити таким чином.

Правило 6.2. Для того, щоб знайти матрицю переходу вiд бази a1, . . . ,an
до бази b1, . . . , bn , потрiбно

• скласти матрицю (A |B), де стопцями матрицi A є координати
векторiв a1, . . . ,an у стандартному базисi простору V , а стовпцями
матрицi B є координати векторiв b1, . . . , bn у стандартному базисi
простору V ;

• ща допомогою елементарних перетворень звести матрицю (A |B)
до матрицi (E |S). Матриця S буде матрицею переходу вiд бази
a1, . . . ,an до бази b1, . . . , bn .
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Нехай V i W — векторнi простори над полем P .
Вiдображення ϕ : V →W називається лiнiйним, якщо:
1) ϕ(v1 + v2) = ϕ(v1) + ϕ(v2) для довiльних векторiв v1, v2 ∈ V ;
2) ϕ(λv) = λϕ(v) для довiльних вектора v ∈ V i скаляра λ ∈ P .
Множину всiх лiнiйних вiдображень ϕ : V → W часто позначають

Hom(V,W ).
Лiнiйне вiдображення простору V в себе часто називають ще лiнiй-

ним перетворенням простору V або лiнiйним оператором у просторi V .
Ядром лiнiйного вiдображення ϕ : V →W називається множина

Ker ϕ = {v ∈ V | ϕ(v) = 0}.

Образом лiнiйного вiдображення ϕ : V →W називається множина

Imϕ = {w ∈W | iснує такий v ∈ V, що ϕ(v) = w}.

Розмiрнiсть образу називається рангом лiнiйного вiдображення ϕ (по-
значається rank(ϕ)), а розмiрнiсть ядра — дефектом цього вiдображе-
ння (позначається def(ϕ)).

Нехай ϕ : V → W — лiнiйне вiдображення, а e1, . . . , en i f1, . . . , fm
— бази просторiв V i W вiдповiдно. Якщо образи векторiв першої бази
розкласти за векторами бази простору W :

ϕ(e1) = t11f1 + t21f2 + · · · + tm1fm ,
ϕ(e2) = t12f1 + t22f2 + · · · + tm2fm ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(en) = t1nf1 + t2nf2 + · · · + tmnfm ,

(22)

то матриця 
t11 t12 · · · t1n
t21 t22 · · · t2n
...

...
. . .

...
tm1 tm2 · · · tmn


з коефiцiєнтiв цих розкладiв називається матрицею лiнiйного вiдобра-
ження у базах (e) i (f) та позначається [ϕ ](e,f) (або [ϕ ] або Aϕ).

Теорема 6.1 (Теорема про змiну матрицi лiнiйного вiдображення при
переходi до нових баз.). Нехай ϕ : V → W — лiнiйне вiдображення,
(e) i (f ) — старi, а (e′) i (f ′) — новi бази просторiв V i W вiдповiдно,
S i T — матрицi переходу вiд (e) до (e′) та вiд (f ) до (f ′) вiдповiдно.
Позначимо [ϕ ] = [ϕ ](e,f ), [ϕ ]′ = [ϕ ](e′,f ′). Тодi [ϕ ]′ = T−1 · [ϕ ] · S .
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На множинi Hom(V,W ) всiх лiнiйних вiдображень ϕ : V → W при-
родним чином визначаються додавання i множення на скаляри:

(ϕ+ ψ)(v) = ϕ(v) + ψ(v) , (λ · ϕ)(v) = λ · ϕ(v) .

Вiдносно цих дiй множина Hom(V,W ) утворює векторний простiр.
Добуток (або композицiя) ϕψ лiнiйних вiдображень ϕ : V → U i

ψ : U → W визначаються, як звичайно: (ϕψ)(v) := ψ(ϕ(v)). Добуток
вiдображень дозволяє визначити довiльний натуральний степiнь ϕn лi-
нiйного перетворення ϕ : V → V .

Твердження 6.1. [ϕ+ ψ] = [ϕ] + [ψ] , [λ · ϕ] = λ[ϕ] , [ϕψ] = [ψ][ϕ] .

Твердження 6.2. Якщо лiнiйне перетворення ϕ — невироджене, то
[ϕ−1] = [ϕ]−1 .

Типовими задачами є знаходження матрицi лiнiйного вiдображення
у заданому базисi, знаходження ядра та образу лiнiйного вiдображення,
знаходження матрицi лiнiйного вiдображення у новому базисi, якщо
вiдома матриця лiнiйного вiдображення у старом базисi.

Правило 6.3. Нехай ϕ : V → W — лiнiйне вiдображення, а e1, . . . , en
та f1, . . . , fm — бази просторiв V i W вiдповiдно. Для того, щоб знайти
матрицю лiнiйного вiдображення, потрiбно

• знайти образи базисних векторiв ϕ(e1), ϕ(e2), . . . , ϕ(en);

• розкласти їх за базисом простору W ;

• скласти матрицю, j-м, j = 1, 2, . . . ,m, стовпцем якої будуть коор-
динати вектора ϕ(e1) у базi f1, . . . , fm.

Правило 6.4. Нехай ϕ : V → W — лiнiйне вiдображення, а e1, . . . , en
та f1, . . . , fm — бази просторiв V i W вiдповiдно. Для того, щоб знайти
базу ядра лiнiйного вiдображення, потрiбно

• знайти матрицю лiнiйного вiдображення;

• знайти ФСР однорiдної СЛР, основна матриця якої дорiвнює ма-
трицi лiнiйного вiдображення — цi вектори i дадуть базу ядра
лiнiйного вiдображення;

• дефект матрицi лiнiйного вiдображення дорiвнює розмiрностi ядра
цбого вiдображення.
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Правило 6.5. Нехай ϕ : V → W — лiнiйне вiдображення, а e1, . . . , en
та f1, . . . , fm — бази просторiв V i W вiдповiдно. Для того, щоб знайти
базу образу лiнiйного вiдображення, потрiбно

• знайти матрицю лiнiйного вiдображення;

• знайти МЛНЗ систему векторiв–стовпцiв матрицi лiнiйного вiд-
ображення — цi вектори i дадуть базу образу лiнiйного вiдобра-
ження;

• ранг матрицi лiнiйного вiдображення дорiвнює розмiрностi образу
цбого вiдображення.

Правило 6.6. Нехай ϕ : V → W — лiнiйне вiдображення, а e1, . . . , en
та f1, . . . , fm — бази просторiв V i W вiдповiдно. Для того, щоб знайти
базис ядра лiнiйного вiдображення, потрiбно

• знайти матрицю лiнiйного вiдображення;

• знайти ФСР однорiдної СЛР, основна матриця якої дорiвнює ма-
трицi лiнiйного вiдображення — цi вектори i дадуть базу ядра
лiнiйного вiдображення;

• дефект матрицi лiнiйного вiдображення дорiвнює розмiрностi ядра
цього вiдображення.

Правило 6.7. Нехай ϕ : V → W — лiнiйне вiдображення, (e) i (f ) —
старi, а (e′) i (f ′) — новi бази просторiв V i W вiдповiдно. Для того,
щоб знайти матрицю лiнiйного вiдображення ϕ : V →W , яке в базисах
(e) i (f ) задане матрицею A, потрiбно

• знайти матрицю S переходу вiд (e) до (e′);

• знайти матрицю переходу вiд (f ) до (f ′) ;

• обчислити добуток матриць B = T−1AS. Матриця B буде матри-
цею лiнiйного вiдображення ϕ у базах (e′) i (f ′).

Приклади
Приклад 6.1. Лiнiйне перетворення ϕ : R3 → R3 задане правилом

(x1, x2, x3) 7→ (2x1 − x2 − x3, x1 − 2x2 + x3, x1 + x2 − 2x3) .

Знайти матрицю цього перетворення i бази його ядра та образу.
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Розв’язання. 1. Знайдемо образ кожного з базових векторiв ei, i =
1, 2, 3:

ϕ(e1) = ϕ
(
(1, 0, 0)

)
= (2, 1, 1),

ϕ(e2) = ϕ
(
(0, 1, 0)

)
= (−1,−2, 1),

ϕ(e3) = ϕ
(
(0, 0, 1)

)
= (−1, 1,−2).

2. Складемо матрицю, стовпцями якої є образи базових векторiв:

Aϕ =

2 −1 −1
1 −2 1
1 1 −2

 .

3. Базою образу є будь–яка МЛНЗ система стовпцiв матрицi Aϕ. Зна-
йдемо її ранг:2 −1 −1

1 −2 1
1 1 −2

 
1 1 −2
2 −1 −1
1 −2 1

 
1 1 −2
0 −3 3
0 −3 3

 .

Отже, ранг матрицi дорiвнює 2. Тому в якостi бази образу можна взяти
будь–якi 2 стовпцi матрицi [ϕ], бо всi вони попарно незалежнi.

3. Базою ядра є ФСР однорiдної СЛР з матрицею (Aϕ | 0). Оскiльки
rank(Aϕ) = 2, то def(Aϕ) = 1. Отже, dimKerϕ = 1. Тому ФСР склада-
тиметься з одного вектора. Знайдемо цей вектор: 2 −1 −1

1 −2 1
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 1 1 −2

2 −1 −1
1 −2 1

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 1 1 −2

0 1 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 .

Покладемо x3 = 1, знайдемо розв’язок (1, 1, 1), який i є базою ядра.

Приклад 6.2. Нехай лiнiйне перетворення ϕ : R3 → R3 у базi
a1 = (8,−6, 7), a2 = (−16, 7,−13), a3 = (9,−3, 7) має матрицю 1 −18 15

−1 −22 20
1 −25 22

 .

Знайти матрицю цього перетворення в базi b1 = (1,−2, 1), b2 = (3,−1, 2),
b3 = (2, 1, 2).

36



Розв’язання. Помiтимо, що у цiй задачi V =W = R3.
1. Знайдемо матрицю переходу S(a)→(b) за правилом 6.2: 8 −16 9
−6 7 −3
7 −13 7

∣∣∣∣∣∣
1 3 2
−2 −1 1
1 2 2

 
 1 −6 4

1 −3 2
−6 7 −3

∣∣∣∣∣∣
−1 1 3
0 1 0
−2 −1 1

 

 

 1 −3 2
0 −3 2
0 −11 9

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
−1 0 3
−2 5 1

 
 1 0 0

0 −3 2
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
1 1 −3
−1 0 3
2 5 −11

 
 

 1 0 0
0 0 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
1 1 −3
1 3 −6
2 5 −11

 
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 1 −3
1 2 −5
1 3 −6

 .

2. Знайдемо S−1(a)→(b): 1 1 −3
1 2 −5
1 3 −6

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 1 1 −3

0 1 −2
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 1 0
0 −1 1

 

 

 1 1 −3
0 1 −1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 −1 1
−1 2 −1

 
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
3 −3 1
1 −3 2
1 −2 1

 .

3. Знайдемо матрицю вiдображення ϕ у базисi b1,b2,b3:

[ϕ](b) = S−1(a)→(b)[ϕ](a)S(a)→(b) =

=

 3 −3 1
1 −3 2
1 −2 1

 1 −18 15
−1 −22 20
1 −25 22

 1 1 −3
1 2 −5
1 3 −6

 =

1 2 2
3 −1 −2
2 −3 1

 .

Приклад 6.3. Перетворення ϕ простору R3 у стандартнiй базi має

матрицю

2 −1 3
5 −3 −4
1 2 3

, а перетворення ψ у стандартнiй базi має ма-

трицю

1 3 −5
2 7 4
4 −5 7

. Знайти матрицi перетворень ϕ+ ψ, ϕψ i ψϕ.
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Розв’язання. Обчислимо матрицi вiдображень ϕ+ ψ, ϕψ i ψϕ:

[ϕ+ ψ] =

2 −1 3
5 −3 −4
1 2 3

+

1 3 −5
2 7 4
4 −5 7

 =

3 2 −2
7 4 0
5 −3 10

 ;

[ϕψ] = [ψ][ϕ] =

1 3 −5
2 7 4
4 −5 7

2 −1 3
5 −3 −4
1 2 3

 =

 12 −20 −24
43 −15 −10
−10 25 53

 ;

[ψϕ] = [ϕ][ψ] =

2 −1 3
5 −3 −4
1 2 3

1 3 −5
2 7 4
4 −5 7

 =

 12 −16 7
−17 14 −65
17 2 24

 .

7 Знаходження власних чисел та векторiв
Власний вектор — це ненульовий вектор, для якого iснує таке λ ∈ P ,

що ϕ(v) = λv. Скаляр λ називається власним числом перетворення ϕ,
що вiдповiдає власному вектору v. Також кажуть, що власний вектор
v вiдповiдає власному числу λ.

Власнi вектори, що вiдповiдають рiзним власним числам лiнiйного
перетворення, лiнiйно незалежнi. База простору, що складається з вла-
сних векторiв лiнiйного перетворення, називається власною базою цього
перетворення.

Нехай лiнiйне перетворення ϕ простору V в деякiй базi (e) задане
матрицею A. Многочлен χA(λ) := det(A− λE) називається характери-
стичним многочленом матрицi A. Тодi рiвняння χA(λ) = 0 є характе-
ристичним рiвнянням матрицi A.

Якщо T — невироджена матриця, то характеристичнi многочлени
матриць A та B = T−1AT , тобто χA(λ) = χT−1AT (λ). Тому можна гово-
рити не про характеристичний многочлен матрицi лiнiйного перетворе-
ння ϕ в деякiй базi, а про характеристичний многочлен χϕ(λ) лiнiйного
перетворення ϕ.

Теорема 7.1. Число µ буде власним числом матрицi A тодi й лише
тодi, коли µ є коренем її характеристичного многочлена χA(λ).
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Множина V
(µ)
A всiх власних векторiв матрицi A, що вiдповiдають

фiксованому власному числу µ, поповнена нульовим вектором, утворює
пiдпростiр простору V , який називається власним пiдпростором. Роз-
мiрнiсть власного пiдпростору V (µ)

A дорiвнює

dimV
(µ)
A = def(A− µE) = dimV − rank(A− µE).

Базою пiдпростору V (µ)
A є фундаментальна система розв’язкiв однорi-

дної системи лiнiйних рiвнянь з матрицею A− µE.
Для лiнiйного перетворення ϕ кiлькiсть лiнiйно незалежних власних

векторiв з власним числом µ не перевищує кратностi µ як кореня хара-
ктеристичного многочлена перетворення ϕ.

Лiнiйне перетворення ϕ векторного простору V називається дiагона-
лiзованим, якщо iснує база цього простору, в якiй матриця перетворен-
ня ϕ має дiагональний вигляд.

Твердження 7.1. Лiнiйне перетворення n–вимiрного векторного про-
стору є дiагоналiзованим тодi й лише тодi, коли iснує власна база цьо-
го перетворення.

Правило 7.1. Для того, щоб знайти власнi числа матрицi A, потрiбно

• скласти характеристичне рiвняння det(A− λE) = 0;

• знайти коренi характеристичного многочлена

• знайденi коренi i будуть власними числами матрицi A.

Правило 7.2. Для того, щоб знайти власнi вектори матрицi A, треба

• скласти характеристичне рiвняння det(A− λE) = 0;

• знайти власнi числа матрицi A;

• для кожного власного числа µ знайти ФСР однорiдної СЛР з
основною матрицею A− µE;

• знайденi вектори i будуть власними векторами, що вiдповiдають
власним числам µ.

Правило 7.3. Для того, щоб з’ясувати, чи є матриця дiагоналiзованою,
потрiбно
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• скласти характеристичне рiвняння det(A− λE) = 0;

• знайти власнi числа матрицi i власнi вектори матрицi A;

• якщо кiлькiсть коренiв дорiвнює порядку матрицi i всi власнi чи-
сла рiзнi, то одразу зробити висновок, що матриця дiагоналiзує-
ться;

• якщо кiлькiсть коренiв дорiвнює порядку матрицi, але серед ко-
ренiв є кратнi, то

– якщо кожному власному числу кратностi k вiдповiдає k вла-
сних векторiв, то матриця дiагоналiзується;

– якщо хоча б для одного власного числа кiлькiсть власних
векторiв, що йому вiдповiдає, менша за кратнiсть власного
числа як кореня характеристичного рiвняння, то матриця не
дiагоналiзується.

Приклади
Приклад 7.1. Знайти власнi числа та власнi вектори матрицi

A =

1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

 .

Розв’язання. 1. Складемо характеристичне рiвняння матрицi A:

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −3 4
4 −7− λ 8
6 −7 7− λ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1− λ −3 4
2 + 2λ −1− λ 0

6 −7 7− λ

∣∣∣∣∣∣ =

= (λ+ 1)

∣∣∣∣∣∣
1− λ −3 4
2 −1 0
6 −7 7− λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)

∣∣∣∣∣∣
−5− λ −3 4

0 −1 0
−8 −7 7− λ

∣∣∣∣∣∣ =

= (−1)(−1)(λ+ 1)

∣∣∣∣∣∣
5 + λ 3 4
0 1 0
8 7 7− λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)

∣∣∣∣ 5 + λ 4
8 7− λ

∣∣∣∣ =

= (λ+ 1)

∣∣∣∣ −3 + λ −3 + λ
8 7− λ

∣∣∣∣ = (λ+ 1)(λ− 3)

∣∣∣∣ 1 1
8 7− λ

∣∣∣∣ =
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= (λ+ 1)(λ− 3)(λ+ 1) = (λ+ 1)2(λ− 3) = 0.

2. Знайдемо коренi характеристичного рiвняння. Очевидно, ними бу-
дуть λ1 = λ2 = −1, λ3 = 3.

3. Знайдемо власнi числа матрицi A.
Для власного числа λ1,2 = −1 знайдемо ФСР однорiдної СЛР з ма-

трицею (A+ E | 0):

 2 −3 4
4 −6 8
6 −7 8

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 2 −3 4

0 0 0
0 2 −4

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 2 −3 4

0 1 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0



 

 2 0 −2
0 1 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 1 0 −1

0 1 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0


Вiзьмемо в якостi вiльної змiнну x3. Одержимо x1 = x3, x2 = 2x3.

Надамо x3 значення x3 = 1. Отже, власному числу λ1,2 = 1 кратностi 2
вiдповiдає власний вектор (1, 2, 1).

Для власного числа λ3 = 3 знайдемо ФСР однорiдної СЛР з матри-
цею (A− 3E | 0):

 −2 −3 4
4 −10 8
6 −7 4

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 2 3 −4

0 −16 16
0 −16 16

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 2 3 −4

0 1 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0



 

 2 0 −1
0 1 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 1 0 −1/2

0 1 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0


Вiзьмемо в якостi вiльної змiнну x3. Одержимо x1 = 1

2x3, x2 = x3.
Надамо x3 значення x3 = 2. Отже, власному числу λ3 = 3 вiдповiдає
власний вектор (1, 2, 2).

Приклад 7.2. З’ясувати, чи дiагоналiзуються лiнiйнi перетворення
простору R3, якi в стандартнiй базi задаються матрицями:

a) A =

1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

 ; b) B =

 7 −5 15
10 −8 15
0 0 −3

 .
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Якщо так, то вказати вiдповiдний дiагональний вигляд та базис, в
якому матриця лiнiйного перетворення має такий вигляд.

Розв’язання. a) Матриця A — це матриця з попереднього прикладу.
Ми бачили, що для неї власному числу −1 кратностi 2 вiдповiдає один
власний вектор. Отже, ця матриця не дiагоналiзується.

b) Спочатку скаладемо та розв’яжемо характеристичне рiвняння
для матрицi B:

det(B−λE) =

∣∣∣∣∣∣
7−λ −5 15
10 −8−λ 15
0 0 −3−λ

∣∣∣∣∣∣ = −(3+λ)
∣∣∣∣ 7−λ −5

10 −8−λ

∣∣∣∣ =
= −(3+λ)

∣∣∣∣ −3−λ 3+λ
10 −8− λ

∣∣∣∣ = −(3+λ)2 ∣∣∣∣ −1 1
10 −8−λ

∣∣∣∣ = (λ+3)2(λ−2) = 0.

Одразу видно, що λ1,2 = −3 — це корiнь кратностi 2, а λ3 = 2 — це
корiнь кратностi 1.

З’ясуємо, скiльки ЛНЗ власних векторiв вiдповiдає власному числу
−3. Для цього знайдемо кiлькiсть векторiв у ФСР однорiдної СЛР з
матрицею (B + 3E | 0).

(B + 3E | 0) =

 10 −5 15
10 −5 15
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 2 −1 3

0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 .

Отже, дефект матрицi дорiвнює def(B+3E) = 3− rank(B+3E) = 2.
Тому власному числу кратностi 2 вiдповiдає 2 власнi вектори. Отже,
можемо зробити висновок, що матриця B дiагоналiзується.

Базисом, в якому матриця лiнiйного перетворення має дiагональний
вигляд, є базис, що складається з власних векторiв. Знайдемо власнi
вектори, що вiдповiдають власному числу −3. Вiзьмемо в якостi вiльних
змiнних x2 та x3. Тодi x1 = x2−3x3

2 . Складемо таблицю

x1 x2 x3
1 2 0
−3 0 2

.

Отже, власними векторами є v1 = (1, 2, 0) та v2 = (−3, 0, 2).
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Знайдемо тепер власний вектор, що вiдповiдає власному числу 2.
Для цього знайдемо ФСР однорiдної СЛР з матрицею (B − 2E | 0):

(B − 2E | 0) =

 5 −5 15
10 −10 15
0 0 −5

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 1 −1 3

2 −2 3
0 0 3

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 1 −1 3

0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 
 1 −1 0

0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 .

Вiзьмемо в якостi вiльної змiнної змiнну x2 та надамо їй значення x2 = 1.
Тодi x1 = x2 = 1, x3 = 0. Отже, вiдповiдним власним вектором є
v3 = (1, 1, 0).

Таким чином базисом, в якому матриця B має дiагональний вигляд
є v1 = (1, 2, 0), v2 = (−3, 0, 2), v3 = (1, 1, 0), а вiдповiдним дiагональним
виглядом є −3 0 0

0 −3 0
0 0 2

 .

Звернiть увагу, що розташування власних чисел на дiагоналi повинно
бути узгодженим з базисом. Наприклад, у базисi v3, v1, v1 вiдповiдним
дiагональним виглядом буде2 0 0

0 −3 0
0 0 −3

 .
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