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ÐÎÇÄIË 1
ÌÍÎÆÈÍÈ ÒÀ ËÎÃI×ÍI ÑÈÌÂÎËÈ

Ìíîæèíà � öå ïåðâèííå ïîíÿòòÿ, ùî íå âèçíà÷à¹òüñÿ, éîãî ñèíîíiìè �
ñóêóïíiñòü, ñiì'ÿ, êëàñ.

Ñòîñîâíî êîæíîãî îá'¹êòà x, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó çàäà÷i, ìîæíà ñêàçàòè,
÷è íàëåæèòü âií ìíîæèíi A, ÷è íi. Çàïèñ x ∈ A, A 3 x îçíà÷à¹, ùî x
íàëåæèòü ìíîæèíi A, àáî ¹ ¨¨ åëåìåíòîì.

Ìíîæèíó ìîæíà çàäàòè ïåðåëiêîì ¨¨ åëåìåíòiâ: A = {1, 2, 5},
B = {3, 4, 5, 6, . . .}, àáî âèçíà÷èòè õàðàêòåðèñòè÷ó âëàñòèâiñòü ¨¨ åëå-
ìåíòiâ: A = {x ∈ B | P (x)} � ìíîæèíà òèõ x ç ìíîæèíè B, äëÿ ÿêèõ âè-
êîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü P (x) (íàïðèêëàä, {x∈ N | x > 5} � ìíîæèíà âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi áiëüøå ï'ÿòè).

Ìíîæèíà, ùî íå ìiñòèòü æîäíîãî åëåìåíòà, íàçèâà¹òüñÿ ïîðîæíüîþ
ìíîæèíîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ∅.

Ìíîæèíó, ùî ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, íàçèâàþòü ñêií-
÷åííîþ. Iíàêøå ìíîæèíó íàçèâàþòü íåñêií÷åííîþ.

Äëÿ äåÿêèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñïåöiàëüíi ïîçíà÷åííÿ:
N � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, Z � öiëèõ ÷èñåë, Q � ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë, R � äiéñíèõ ÷èñåë.

Äëÿ ñêîðî÷åííÿ ñëiâ, ùî ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ìàòåìàòè÷íèõ òâåð-
äæåííÿõ, âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi ëîãi÷íi ñèìâîëè:

1) ⇒ � âèïëèâà¹ (P ⇒ Q ÷èòàþòü "ç P âèïëèâà¹ Q àáî "ÿêùî âèêî-
íó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ P, òî âèêîíó¹òüñÿ é Q");

2) ⇔ � òîäi é ëèøå òîäi (P ⇔ Q ÷èòàþòü "P âèêîíó¹òüñÿ òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ Q" àáî "ç P âèïëèâà¹ Q i ç Q âèïëèâà¹ P ");

3) ∃ � iñíó¹ (∃x ÷èòàþòü "iñíó¹ x" àáî "iñíó¹ õî÷à á îäèí x");
4) ∃ ! � iñíó¹ ¹äèíå (∃ !x ÷èòàþòü "iñíó¹ òî÷íî îäèí x");
5) ∀ � äëÿ âñiõ (∀x ÷èòàþòü "äëÿ âñiõ x" àáî "äëÿ êîæíîãî x" àáî

"äëÿ áóäü-ÿêîãî x");

6) := i
def
= � äîðiâíþ¹ çà îçíà÷åííÿì (x := y àáî x

def
= y ÷èòàþòü "íåõàé

x çà îçíà÷åííÿì äîðiâíþ¹ y" àáî "ïîêëàäåìî x ðiâíèì y").

Ïåðåêðåñëåíi ñèìâîëè îçíà÷àþòü çàïåðå÷åííÿ âiäïîâiäíîãî ïîíÿòòÿ,
íàïðèêëàä, /∈ � "íå íàëåæèòü 6 ∃ � "íå iñíó¹".

Ñèìâîëè ∃ i ∀ íàçèâàþòüñÿ êâàíòîðàìè iñíóâàííÿ i çàãàëüíîñòi âiäïîâiäíî.
Ïðè íàïèñàííi ôðàç, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ëîãi÷íèõ ñèìâîëiâ, êîìà " âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ çàìiñòü ñëiâ "òàêi, ùî à äâîêðàïêà ":" � çàìiñòü ñëîâà "âè-
êîíó¹òüñÿ". Íàïðèêëàä, âèñëiâ

∀x, 0 < |x| < 1, ∃ y, |y| > 1 : xy = 1
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÷èòà¹òüñÿ òàê: "äëÿ êîæíîãî x òàêîãî, ùî 0 < |x| < 1, iñíó¹ y òàêèé, ùî
|y| > 1, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü xy = 1".

Çàïåðå÷åííÿ ëîãi÷íîãî òâåðäæåííÿ A ïîçíà÷àþòü ¬A.
Íàâåäåìî äåÿêi ëîãi÷íi ïðàâèëà:
1. Äëÿ òîãî, ùîá çàïèñàòè çàïåðå÷åííÿ ëîãi÷íîãî âèðàçó çà äîïîìî-

ãîþ êâàíòîðiâ, òðåáà çàìiñòü êâàíòîðiâ iñíóâàííÿ ïîñòàâèòè êâàíòîðè çà-
ãàëüíîñòi i íàâïàêè, à òàêîæ îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ çàìiíèòè ïðîòèëåæíèì.
Íàïðèêëàä, òâåðäæåííÿ

∀ a∈ R ∃x∈ R : x ≥ a
îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü ÿê çàâãîäíî âåëèêi äiéñíi ÷èñëà. Çàïåðå÷åííÿì äî
íüîãî ¹ òâåðäæåííÿ

∃ a∈ R ∀x∈ R : x < a.

Öåé íåâiðíèé âèñëiâ ñòâåðäæó¹, ùî âñi äiéñíi ÷èñëà íå ïåðåâèùóþòü äå-
ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ÷èñëà a.

2. Òâåðäæåííÿ A =⇒ B åêâiâàëåíòíå òâåðäæåííþ ¬B =⇒ ¬A.
Íàïðèêëàä, òâêðäæåííÿ 2x 6∈ N =⇒ x 6∈ N åêâiâàëåíòíå òâåðäæåííþ
x∈ N =⇒ 2x∈ N. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî çà äîïîìîãîþ íàâåäåíî-
ãî ïðàâèëà ìîæíà ïåðåïèñàòè òâåðäæåííÿ, ÿêå òðåáà ïåðåâiðèòè, ó áiëüø
ïðîñòié ôîðìi. Êðiì òîãî, öå ëîãi÷íå ïðàâèëî ¹ áàçîþ äëÿ äîâåäåííÿ âiä
ñóïðîòèâíîãî.

3. Çàïåðå÷åííÿì äî òâåðäæåííÿ "A i B"¹ òâåðäæåííÿ "¬A àáî ¬B".
Çàïåðå÷åííÿì äî òâåðäæåííÿ "A àáî B"¹ òâåðäæåííÿ "¬A i ¬B". Íàïðè-
êëàä, òâåðäæåííÿ "x ∈ [−5, 5] àáî x > 7" i "x ∈ (−∞,−5) ∪ (5,+∞) i
x ≤ 7" ¹ çàïåðå÷åííÿìè îäíå îäíîãî.

Çàóâàæèìî, ùî öi ëîãi÷íi ïðàâèëà ìîæíà çàñòîñîâóâàòè i ó ïîâñÿêäåí-
íîìó æèòòi. Íàïðèêëàä, çàïåðå÷åííÿì äî ôðàçè "âñi ïîìiäîðè àáî æîâòi
àáî ÷åðâîíi"áóäå ôðàçà "¹ ïîìiäîðè, ùî íå ¹ íi æîâòèìè, íi ÷åðâîíèìè".
Àáî: ôðàçà "ÿêùî éäå äîù, ÿ âèõîäæó ç äîìó ç ïàðàñîëüêîþ"åêâiâàëåíòíà
ôðàçi "ÿêùî ÿ âèõîäæó ç äîìó áåç ïàðàñîëüêè, òî äîùó íåìà¹".

Äðóãå ïðàâèëî ¹ îáãðóíòóâàííÿì ìåòîäó äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî.
Çãiäíî öüîãî ìåòîäó, ÿêùî òðåáà äîâåñòè òâåðäæåííÿ B, ìîæíà ïðèïó-
ñòèòè, ùî ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ ¬B i, êîðèñòóþ÷èñü öèì ïðèïóùåííÿì,
äîâåñòè çàïåðå÷åííÿ ¬A äî äåÿêîãî òâåðäæåííÿ A, ïðî ÿêå âiäîìî, ùî âî-
íî ïðàâèëüíå. Â öüîìó ðàçi ïðèïóùåííÿ âèÿâëÿ¹òüñÿ õèáíèì i òâåðäæåííÿ
B äîâåäåíå.

Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Êîæíà ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë,
ùî ìiñòèòü ÷èñëî n0 i ðàçîì ç êîæíèì ñâî¨ì åëåìåíòîì n ìiñòèòü íàñòóïíå
÷èñëî n+ 1, ìiñòèòü óñi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïî÷èíàþ÷è ç n0.
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Íà öié àêñiîìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ãðóíòó¹òüñÿ ìåòîä äîâåäåííÿ çà iíäóêöi¹þ.
Öåé ìåòîä ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí: äîâåäåííÿ áàçè iíäóêöi¨ � òâåðäæåí-
íÿ ïðè n = n0, òà äîâåäåííÿ êðîêó iíäóêöi¨: ââàæàþ÷è òâåðäæåííÿ iñòèí-
íèì ïðè âñiõ n < N äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî N > 1, ïîêàçàòè, ùî
òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå ïðè n = N.

ßêùî ∀x ∈ A : x ∈ B, òî ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíîþ
ìíîæèíè B. Ïîçíà÷åííÿ: A ⊂ B àáî B ⊃ A.

Çà îçíà÷åííÿì, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíèA ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ∅ ⊂ A.
Ìíîæèíè A i B íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî A ⊂ B i B ⊂ A. Ïîçíà-

÷åííÿ: A = B.
Îá'¹äíàííÿì ìíîæèí A i B íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

óñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü ïðèíàéìíi îäíié ç ìíîæèí A, B. Ïîçíà÷åííÿ:
A ∪B. Òîáòî,

A ∪B := {x | x ∈ A àáî x ∈ B} .
Ïåðåòèíîì ìíîæèí A i B íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ

åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü êîæíié ç ìíîæèí A,B. Ïîçíà÷åííÿ: A∩B. Òîáòî,
A ∩B := {x | x ∈ A i x ∈ B} .

Ðiçíèöåþ ìíîæèí A i B íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi A i íå íàëåæàòü ìíîæèíi B. Ïîçíà÷åííÿ:
A \B. Òîáòî,

A \B := {x | x ∈ A i x /∈ B} .
Íåõàé X � îñíîâíà ìíîæèíà. Äîïîâíåííÿì äî ìíîæèíè A íàçèâà¹-

òüñÿ ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ îñíîâíî¨ ìíîæèíè, ÿêi íå
íàëåæàòü ìíîæèíi A. Ïîçíà÷åííÿ: A. Òîáòî,

A := {x ∈ X | x /∈ A} = X \A.
Ïðàâèëà äå Ìîðãàíà (ïðàâèëà äâî¨ñòîñòi)

Ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi
A ∪B = A ∩B, A ∩B = A ∪B.

Ïðèêëàä 1. Âèçíà÷èòè ìíîæèíó A, ÿêùî:

1) A = {x | ∃n∈ N : x = 2n} ;
2) ∀x ∈ A ∃n∈ N : x = 2n.

d 1) ßêùî x ∈ A, òî ∃n∈ N : x = 2n. Öå îçíà÷à¹, ùî ÷èñëî x � ïàðíå
íàòóðàëüíå ÷èñëî. Íàâïàêè, ÿêùî x � ïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî éîãî
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi 2n, äå n∈ N, òîìó x ∈ A. ÎòæåA = {2, 4, 6, . . .}
� ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
2) ßêùî x ∈ A, òî ∃n∈ N : x = 2n, ùî îçíà÷à¹, ùî ÷èñëî x

� ïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Îòæå, ìíîæèíà A ìiñòèòü ëèøå ïàðíi íàòó-
ðàëüíi ÷èñëà. Íàâïàêè, ÿêùî ìíîæèíà A ìiñòèòü ëèøå ïàðíi íàòóðàëü-
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íi ÷èñëà (íå îáîâ'ÿçêîâî âñi), òî óìîâà âèêîíó¹òüñÿ. Îòæå, áóäü-ÿêà ïiä-
ìíîæèíà ìíîæèíè ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè çàäà÷i,
íàïðèêëàä, îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà A = {2m}, äå m∈ N, àáî ìíîæèíà
A = {2, 4, 8, 16, 32, . . .} íàòóðàëüíèõ ñòåïåíiâ äâiéêè. c

Ïðèêëàä 2. ×è âiðíå âèñëîâëþâàííÿ

∀ a∈ R ∃x∈ R : x2 − 2ax+ 1 = 0?

d Âèñëîâëþâàííÿ ∃x∈ R : x2 − 2ax+ 1 = 0 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
òàêèì ÷èíîì: êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ (âiäíîñíî x) x2− 2ax+ 1 = 0 ìà¹ õî÷à
á îäèí ðîçâ'ÿçîê. Âiäîìî, ùî öå åêâiâàëåíòíå íåâiä'¹ìíîñòi éîãî äèñêðè-
ìiíàíòà: D = 4a2 − 4 ≥ 0. Îòæå, âèõiäíå âèñëîâëþâàííÿ ìîæíà òåïåð
çàìiíèòè íà åêâiâàëåíòíå ∀ a∈ R : D = 4a2 − 4 ≥ 0. Àëå öå âèñëîâ-
ëþâàííÿ íåâiðíå, áî ïðè a = 0 : D = −4 < 0, òîáòî íåðiâíiñòü D ≥ 0
âèêîíó¹òüñÿ íå äëÿ âñiõ a∈ R. Òîìó âèõiäíå âèñëîâëþâàííÿ òåæ íåâiðíå.
c

Ïðèêëàä 3. Çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íèõ çíàêiâ âèñëîâëþâàííÿ:
"ó ìíîæèíi A ìiñòÿòüñÿ âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ùî äiëÿòüñÿ íà 3, àëå íå
äiëÿòüñÿ íà 5".
d Òå, ùî ÷èñëî x ∈ A äiëèòüñÿ íà 3, îçíà÷à¹, ùî éîãî ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi x = 3n, äå n∈ N. Òå, ùî ÷èñëî x ∈ A íå äiëèòüñÿ íà 5, îçíà÷à¹,
ùî éîãî íå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi x = 5m, äå m∈ N. Îòæå, øóêàíà
ëîãi÷íà ôðàçà ìîæå áóòè òàêîþ: ∃n∈ N : x = 3n, ∀m∈ N : x 6=
5m ⇒ x ∈ A.

Iíøèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà îòðèìàòè, çãàäàâøè, ùî êîæíå íàòóðàëüíå ÷è-
ñëî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi 15k − r, äå k∈ N, r∈ Z, 0 ≤ r ≤ 14.
Òîäi ëåãêî ïîìiòèòè, ùî ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè çàäà÷i, îòðèìà-
¹ìî ïðè r ∈ {3, 6, 9, 12}. Îòæå, iíøà ìîæëèâà âiäïîâiäü: ∀ k∈ N ∀ r ∈
{3, 6, 9, 12} : 15k − r ∈ A. c

Ïðèêëàä 4. Âèçíà÷èòè ìíîæèíè A∪B , A∩B, A\B, B\A, A òà äà-
òè ¨õ ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ, ÿêùî A =

{
x∈ R | x2 − 4x+ 3 < 0

}
,

B =
{
x∈ R | x2 − 2x ≤ 0

}
.

d Ðîçâ'ÿçóþ÷è êâàäðàòíi íåðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî A = (−3, 1), B = [0, 2].
Ðîçòàøó¹ìî êiíöi ïðîìiæêiâ−3, 0, 1, 2 íà êîîðäèíàòíié îñi i ðîçãëÿíåìî

¨õ, à òàêîæ óòâîðåíi iíòåðâàëè. Òî÷êà −3 òà iíòåðâàëè (−∞,−3), (2,+∞)
íå ìiñòèòüñÿ ó æîäíié ç ìíîæèí, òî÷êà 0 òà iíòåðâàë (0, 1) ìiñòÿòüñÿ â îáîõ
ìíîæèíàõ, iíòåðâàë (−3, 0) ìiñòèòüñÿ ëèøå ó ìíîæèíi A, òî÷êè 1, 2 òà ií-
òåðâàë (1, 2) � ëèøå ó ìíîæèíi B. Òîìó çà îçíà÷åííÿì äié íàä ìíîæèíàìè
îòðèìà¹ìî: A ∪ B = (−3, 2], A ∩ B = [0, 1), A\B = (−3, 0), B \ A=
[1, 2], A = (−∞,−3] ∪ [1,+∞). c
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Ïðèêëàä 5. Äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A,B,C äîâåñòè ðiâíiñòü

(A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C).

d Íåõàé x ∈ (A ∪ B) \ C. Òîäi x ∈ A ∪ B i x /∈ C. Îòæå, x ∈ A àáî
x ∈ B; i x /∈ C. Ìîæëèâi âèïàäêè: 1) ßêùî x ∈ A, òî x ∈ A\C. 2) ßêùî
x ∈ B, òî x ∈ B \C. Â îáîõ âèïàäêàõ x ∈ (A \C) ∪ (B \C). Îòæå, ìè
äîâåëè, ùî (A ∪B) \ C ⊂ (A \ C) ∪ (B \ C).

Íåõàé x ∈ (A \ C) ∪ (B \ C). Òîäi x ∈ (A \ C) àáî x ∈ (B \ C).
Îòæå, x ∈ A i x /∈ C; àáî x ∈ B i x /∈ C. Â êîæíîìó ç öèõ âèïàäêiâ
x /∈ C i x ∈ A ∪ B. Òîìó, x ∈ (A ∪ B) \ C. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî
(A ∪B) \ C ⊃ (A \ C) ∪ (B \ C).

Ç äâîõ ïðîòèëåæíèõ âêëþ÷åíü âèïëèâà¹ øóêàíà ðiâíiñòü. c
Ïðèêëàä 6. Äîâåñòè äëÿ íàòóðàëüíèõ n òâåðäæåííÿ n2−n−3 ≥ 0 ⇒

n ≥ 3 : à) áåçïîñåðåäíüî ðîçâ'ÿçàâøè íåðiâíiñòü; á) çàïèñàâøè åêâiâàëåí-
òíå òâåðäæåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì çàïåðå÷åíü.
d à) Êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ n2−n−3 = 0 ìà¹ êîðåíi n1 = (1−

√
13)/2;n2 =

(1 +
√

13)/2. Òîìó íåðiâíiñòü ìà¹ ðîçâ'ÿçîê n ∈ (−∞, n1] ∪ [n2,+∞).
Îñêiëüêè

√
13 ∈ (3, 4), òî n1 ∈ (−3/2,−1), n2 ∈ (2, 5/2). Âðàõîâóþ÷è

íàòóðàëüíiñòü n, îòðèìà¹ìî n ≥ 3.
á) Åêâiâàëåíòíå òâåðäæåííÿ: n < 3 ⇒ n2 − n − 3 < 0. Íàòóðàëüíèõ

÷èñåë, ìåíøèõ òðüîõ ¹ ëèøå äâà. Ïåðåâiðÿ¹ìî íåðiâíiñòü äëÿ íèõ: 12−1−
3 = −3 < 0, 22 − 2− 3 = −1 < 0. Îòæå, òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå. c

Ïðèêëàä 7. Âiäîìî, ùî ìíîæèíà A ñêií÷åííà, à ìíîæèíà A ∪ B íå-
ñêií÷åííà. Äîâåñòè ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî ìíîæèíà B íåñêií÷åííà.
d Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî ìíîæèíà B ñêií÷åííà. Òîäi A ∪ B ¹
îá'¹äíàííÿì äâîõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí i òîìó ¹ ñêií÷åííîþ. Ñóïåðå÷íiñòü.
Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå i ìíîæèíà B íåñêií÷åííà. c

Ïðèêëàä 8. Äîâåñòè, ùî ∀n∈ N : 1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2 .

d Ïðè n = 1 ìà¹ìî ïðàâèëüíó ðiâíiñòü 1 = 1·2
2 (áàçà iíäóêöi¨). Íåõàé

ðiâíiñòü ïðàâèëüíà ïðè n = k. Äîâåäåìî ¨¨ ïðè n = k+ 1 (êðîê iíäóêöi¨).

Ìà¹ìî 1 + 2 + . . .+n+ (n+ 1) = n(n+1)
2 + (n+ 1) = (n+1)(n+2)

2 . Îòæå,
çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ðiâíiñòü âiðíà ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ
n. c

Ïðèêëàä 9. Äîâåñòè, ùî ïðè n ≥ 1 ÷èñëî 6n−1 + 72n+1 äiëèòüñÿ íà
43.
d Ïðè n = 1 ìà¹ìî ÷èñëî 1 + 73 = 344 = 8 · 43 (áàçà iíäóêöi¨). Íåõàé
òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå äëÿ n = k. Äîâåäåìî éîãî äëÿ n = k + 1 (êðîê
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iíäóêöi¨). Ìà¹ìî 6k + 72k+3 = 49(6k−1 + 72k+1) − 43 · 6k−1. Êîæíèé
äîäàíîê öi¹¨ ñóìè äiëèòüñÿ íà 43, îòæå é ñóìà òåæ. Òîìó çà ïðèíöèïîì
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ âiðíå ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ n. c
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ÐÎÇÄIË 2
ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß

Íåõàé X,Y � äåÿêi íåïîðîæíi ìíîæèíè. Ôóíêöi¹þ (àáî âiäîáðàæåí-
íÿì) f ç ìíîæèíèX ó ìíîæèíó Y áóäåìî íàçèâàòè ïðàâèëî, ÿêå êîæíîìó
åëåìåíòó x ∈ X ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü îäèí åëåìåíò y ∈ Y.

Ïîçíà÷åííÿ: f : X → Y ; X 3 x f7→ y ∈ Y ; y = f(x), x ∈ X.
ßêùî x ∈ X, òî åëåìåíò y = f(x) íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì åëåìåíòà

x ïðè âiäîáðàæåííi f. Ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ âèçíà÷åííÿ
âiäîáðàæåííÿ f i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì D(f). Ìíîæèíà

R(f) := {y ∈ Y | ∃x ∈ X : f(x) = y} = {f(x)| x ∈ X}

íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ çíà÷åíü âiäîáðàæåííÿ f.
Âiäîáðàæåííÿ f1 : X1 → Y1 i f2 : X2 → Y2 ðiâíi òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè: X1 = X2 = X i ∀x ∈ X : f1(x) = f2(x). Ïîçíà÷åííÿ: f1 = f2.
Íåõàé f : X → Y i U ⊂ X. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ g : U → Y, ïî-

êëàâøè g(x) = f(x), x ∈ U. Òîäi g íàçèâà¹òüñÿ çâóæåííÿì âiäîáðàæåííÿ
f íà U, à âiäîáðàæåííÿ f � ïðîäîâæåííÿì âiäîáðàæåííÿ g íà X.

Íåõàé f : X → Y i A ⊂ X, B ⊂ Y. Îáðàçîì ìíîæèíè A ïðè
âiäîáðàæåííi f íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà f(A) := {f(x) | x ∈ A} . Ïðîîáðà-
çîì ìíîæèíè B ïðè âiäîáðàæåííi f íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà f−1(B) :=
{x ∈ X | f(x) ∈ B} . Çàóâàæèìî, ùî f(A) ⊂ Y, f−1(B) ⊂ X.

Ãðàôiêîì âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà G(f) :=
:= {(x, y) ∈ X × Y | x ∈ X, y = f(x)} , ÿêà ¹ ïiäìíîæèíîþ X × Y.

Íåõàé f : X → Y, g : Y → Z. Âiäîáðàæåííÿ h : X → Z, ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ h(x) := g(f(x)), x ∈ X, íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíèì
âiäîáðàæåííÿì àáî ñóïåðïîçèöi¹þ âiäîáðàæåíü f i g.

Ïîçíà÷åííÿ: h = g(f) àáî h = g ◦ f.
Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ñþð'¹êöi¹þ, ÿêùî f(X) = Y.

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ií'¹êöi¹þ, ÿêùî ∀ {x1, x2} ⊂ X,
x1 6= x2 : f(x1) 6= f(x2). Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ái¹-
êöi¹þ, ÿêùî f îäíî÷àñíî ¹ ií'¹êöi¹þ i ñþð'¹êöi¹þ. Â îñòàííüîìó âèïàäêó
êàæóòü, ùî f âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíà-
ìè X i Y.

Íåõàé f : X → Y � ái¹êöiÿ. Òîäi ∀ y ∈ Y ∃ !x ∈ X : f(x) = y.
Ïîêëàäåìî f−1(y) = x, y ∈ Y. Âiäîáðàæåííÿ f−1 : Y → X íàçèâà¹òüñÿ
îáåðíåíèì äî âiäîáðàæåííÿ f.

Ïðèêëàä 1. ×è ¹ âiäîáðàæåííÿ ií'¹êöi¹þ? ñþð'¹êöi¹þ? ái¹êöi¹þ?
à) f : R→ R, f(x) = x3;
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á) f : [−1, 0]→ [−1, 1], f(x) = x3;
â) f : [−1, 1]→ [0, 1], f(x) = x4.

d à) ÒóòX = R, Y = R. Ïåðåâiðèìî ií'¹êòèâíiñòü. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî
ðiâíÿííÿ f(x1) = f(x2), òîáòî x31 = x32 âiäíîñíî x1 ∈ R ïðè x2 ∈ R.
Îòðèìà¹ìî x1 = x2. Îòæå, öå ií'¹êöiÿ.

Ïåðåâiðèìî ñþð'¹êòèâíiñòü. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ f(x) = y,
òîáòî x3 = y âiäíîñíî x∈ R ïðè y ∈ R. Îòðèìà¹ìî x = 3

√
y. Îñêiëüêè

ðiâíÿííÿ âäàëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè ïðè âñiõ y ∈ R, îòæå, öå ñþð'¹êöiÿ.
Òàêîæ öå ái¹êöiÿ (ií'¹êöiÿ i ñþð'¹êöiÿ).
á) Òóò X = [−1, 0], Y = [−1, 1]. Ïåðåâiðèìî ií'¹êòèâíiñòü. Äëÿ öüî-

ãî ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ f(x1) = f(x2), òîáòî x31 = x32 âiäíîñíî x1 ∈
[−1, 0], äå x2 ∈ [−1, 0]. Îòðèìà¹ìî x1 = x2. Îòæå, öå ií'¹êöiÿ.

Ïåðåâiðèìî ñþð'¹êòèâíiñòü. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ f(x) = y,
òîáòî x3 = y âiäíîñíî x ∈ [−1, 0] ïðè y ∈ [−1, 1]. Ïðîòå ïðè äîäàòíèõ y
öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ íåäîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Îòæå, öå íå ñþð'¹êöiÿ.

Òàêîæ öå íå ái¹êöiÿ (áî íå ñþð'¹êöiÿ).
â) Òóò X = [−1, 1], Y = [0, 1]. Ïåðåâiðèìî ií'¹êòèâíiñòü. Äëÿ öüî-

ãî ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ f(x1) = f(x2), òîáòî x41 = x42 âiäíîñíî x1 ∈
[−1, 1], äå x2 ∈ [−1, 1]. Îòðèìà¹ìî x1 = ±x2. Îñêiëüêè x1 = x2 íå ¹
¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì, öå íå ií'¹êöiÿ.

Ïåðåâiðèìî ñþð'¹êòèâíiñòü. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ f(x) =
y, òîáòî x4 = y âiäíîñíî x ∈ [−1, 1] ïðè y ∈ [0, 1]. Îòðèìà¹ìî x =
± 4
√
y. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ âäàëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè ïðè âñiõ y ∈ [0, 1], îòæå, öå

ñþð'¹êöiÿ.
Òàêîæ öå íå ái¹êöiÿ (áî íå ií'¹êöiÿ).

c
Ïðèêëàä 2. Äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = x2 − 2x, x ∈ R, âèçíà÷èòè òàêi

ìíîæèíè:

f({0}), f({0, 2}), f([3, 4]), f((0, 2)), f−1({0}),

f−1({−4,−3}), f−1((−5, 3]), f−1((−∞, 3]).

d Ãðàôiêîì öi¹¨ ôóíêöi¨ ¹ ïàðàáîëà ç ãiëêàìè âãîðó. Òî÷êè ïåðåòèíó ç âiññþ
Ox ¹ x = 0; 2, âåðøèíà ïàðàáîëè � òî÷êà x = 1, y = −1. Òîìó f(x) ≥
−1, x∈ R.

Îáðàçè ñêií÷åííèõ ìíîæèí ìîæíà îòðèìàòè, ïðîñòî ïiäñòàâëÿþ÷è âiä-
ïîâiäíi àðãóìåíòè â ôóíêöiþ. Òîìó f({0}) = f({0, 2}) = {0}. Íà âiäðiçêó
[3, 4] ïàðàáîëà çðîñòà¹, òîìó f([3, 4]) = [f(3), f(4)] = [3, 8]. Íà iíòåðâàëi
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(0, 2) íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ¹ f(1) = −1. Òàêîæ öÿ ôóíêöiÿ ìîíî-
òîííà íà êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ (−1, 0), (0, 1), i íà êîæíîìó ç íèõ íàáóâà¹
âñiõ çíà÷åíü ç iíòåðâàëó (−1, 0). Òîìó f((0, 2)) = [−1, 0).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðîîáðàçiâ ñêií÷åííèõ ìíîæèí, òðåáà äëÿ êîæíîãî
åëåìåíòà y òàêî¨ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ f(x) = y. Çîêðåìà, ðiâ-
íÿííÿ x2 − 2x = 0 ìà¹ êîðåíi 0; 2. Òîìó f−1({0}) = {0; 2}. Ðiâíÿííÿ
x2−2x = −3, x2−2x = −4 íå ìàþòü ðîçâ'ÿçêiâ, òîìó f−1({−4,−3}) =
∅. Âçàãàëi, ÿêùî y < −1, òî ðiâíÿííÿ x2−2x = y íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïðè
y = −1 ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x = 1. Ïðè y ∈ (−1, 3] � ïî äâà ðîçâ'ÿçêè (ç
ïðîìiæêiâ [−1, 1), (1, 3]). Òîìó f−1((−5, 3]) = f−1((−∞, 3]) = [−1, 3].
c

Ïðèêëàä 3. ßêi ç íàâåäåíèõ ôóíêöié f : R → R ¹ ïàðíèìè? íåïàð-
íèìè? ïåðiîäè÷íèìè?

à) f(x) = x4 + x2;
á) f(x) = sin 2x+ cosx;
â) f(x) = x cosx.

d à) f(−x) = (−x)4 + (−x)2 = x4 + x2 = f(x), x∈ R. Ôóíêöiÿ ¹
ïàðíîþ i íå ¹ íåïàðíîþ (¹äèíà ôóíêöiÿ, ùî ïàðíà i íåïàðíà îäíî÷àñíî �
òîòîæíî íóëüîâà). Òàêîæ öÿ ôóíêöiÿ íå ¹ ïåðiîäè÷íîþ, áî êîæíå çíà÷åííÿ
íàáóâà¹ ëèøå 1 ÷è 2 ðàçè.

à) f(−x) = (−x)4 + (−x)2 = x4 + x2 = f(x), x∈ R. Ôóíêöiÿ ¹
ïàðíîþ i íå ¹ íåïàðíîþ (¹äèíà ôóíêöiÿ, ùî ïàðíà i íåïàðíà îäíî÷àñíî
� òîòîæíî íóëüîâà). Òàêîæ öÿ ôóíêöiÿ ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì 2π,, áî
f(x+ 2π) = sin(2x+ 4π) + cos(x+ 2π) = sin 2x+ cosx, x∈ R.

â) f(−x) = (−x) cos(−x) = −x cosx = −f(x), x∈ R. Ôóíêöiÿ ¹
íåïàðíîþ i íå ¹ ïàðíîþ. Òàêîæ öÿ ôóíêöiÿ íå ¹ ïåðiîäè÷íîþ, áî êîæíå
çíà÷åííÿ íàáóâà¹ ëèøå 1 ÷è 2 ðàçè.

c
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ÐÎÇÄIË 3

ÄIÉÑÍI ×ÈÑËÀ

Íåâiä'¹ìíèì äiéñíèì ÷èñëîì íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííèé äåñÿòêîâèé äðiá
a = α0, α1α2 . . . αn . . . , äå α0 ∈ N ∪ {0}, αn, n ≥ 1 � öèôðè âiä 0 äî
9. Íåâiä'¹ìíå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì, ÿêùî ∃n ≥ 0 : αn > 0.
Âiä'¹ìíèì äiéñíèì ÷èñëîì ¹ äîäàòíå ÷èñëî çi çíàêîì "−" ïåðåä íèì.

Ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè íàçèâàþòüñÿ äiéñíi ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ äåñÿòêî-
âèé äðiá ¹ ðåçóëüòàòîì íåñêií÷åííîãî äiëåííÿ â ñòîâï÷èê äåÿêîãî öiëîãî
÷èñëà m íà äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, òîìó Q =

{
m
n | m∈ Z, n∈ N

}
.

Iððàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè íàçèâàþòüñÿ âñi äiéñíi ÷èñëà, êðiì ðàöiîíàëü-
íèõ.

Íàäàëi ðîçãëÿäàþòüñÿ äiéñíi ÷èñëà, äåñÿòêîâèé çàïèñ ÿêèõ íå ìiñòèòü
öèôðó 9 ó ïåðiîäi. Ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì R.

Íåâiä'¹ìíi äiéñíi ÷èñëà a = α0, α1α2 . . . i b = β0, β1β2 . . . íàçèâàþ-
òüñÿ ðiâíèìè ó âèïàäêó αn = βn, n ≥ 0. Çà îçíà÷åííÿì a < b, ÿêùî
∃n ≥ 0 : αk = βk, 0 ≤ k < n i αn < βn. Çà îçíà÷åííÿì a ≤ b, ÿêùî
a < b àáî a = b. Íà âiä'¹ìíi ÷èñëà öi ïîíÿòòÿ ïåðåíîñÿòüñÿ çà òèìè æ
ïðàâèëàì, ùî i äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Íåõàé a = α0, α1α2 . . . αn . . . Ïîçíà÷èìî a′n := α0, α1α2 . . . αn i
a′′n := α0, α1α2 . . . (αn + 1), n ≥ 0 (ÿêùî αn = 9, òî îäèíèöÿ ïå-
ðåíîñèòüñÿ ó ñòàðøi ðîçðÿäè). Öi âåëè÷èíè íàçèâàþòü n-ì äåñÿòêîâèì
íàáëèæåííÿì ÷èñëà a ç íåäîñòà÷åþ i ç íàäëèøêîì âiäïîâiäíî.

Íåõàé A ⊂ R, A 6= ∅.
Åëåìåíò b ∈ A íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèì åëåìåíòîì ìíîæèíè A, ÿêùî

∀ a ∈ A : a ≤ b. Åëåìåíò b ∈ A íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì åëåìåíòîì
ìíîæèíè A, ÿêùî ∀ a ∈ A : a ≥ b.

Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çâåðõó, ÿêùî ∃ c ∈ R ∀x ∈ A :
x ≤ c. ×èñëî c ó òàêîìó âèïàäêó íàçèâà¹òüñÿ âåðõíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A.
Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çíèçó, ÿêùî ∃ d∈ R ∀x ∈ A : x ≥
d. ×èñëî d ó öüîìó âèïàäêó íàçèâà¹òüñÿ íèæíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A.

×èñëî c∗ ∈ R íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ âåðõíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A, ÿêùî

1) c∗ � âåðõíÿ ìåæà ìíîæèíè A;
2) äëÿ êîæíî¨ âåðõíüî¨ ìåæi d ìíîæèíè A : c∗ ≤ d.

×èñëî c∗ ∈ R íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ íèæíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A, ÿêùî

1) c∗ � íèæíÿ ìåæà ìíîæèíè A;
2) äëÿ êîæíî¨ íèæíüî¨ ìåæi d ìíîæèíè A : c∗ ≥ d.
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Ïîçíà÷åííÿ: c∗ = supA = sup
x∈A

x; c∗ = inf A = inf
x∈A

x.

Òåîðåìà (ïðî õàðàêòåðèçàöiþ òî÷íèõ ìåæ). ×èñëî c∗ = supA òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíàíi óìîâè

1) ∀x ∈ A : x ≤ c∗;
2) ∀ d < c∗ ∃x ∈ A : x > d.

×èñëî c∗ = inf A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíàíi óìîâè

1) ∀x ∈ A : x ≥ c∗;
2) ∀ d > c∗ ∃x ∈ A : x < d.

Äëÿ íåîáìåæåíî¨ çâåðõó ìíîæèíè A çà îçíà÷åííÿì ïîêëàäåìî supA :=
:= +∞, äëÿ íåîáìåæåíî¨ çíèçó ìíîæèíè � inf A := −∞.

Ìíîæèíè A i B ðiâíîïîòóæíi (ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü), ÿêùî iñíó¹
ái¹êöiÿ f : A→ B. Ïîçíà÷åííÿ: A ∼ B.

Ìíîæèíà, ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi {1, 2, . . . , n} ïðè äåÿêîìó n ∈ N,
íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ. Äëÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè A ∼ {1, 2, . . . , n} êiëü-
êiñòü ¨¨ åëåìåíòiâ n ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì |A|.

Ìíîæèíè, ÿêi íå ¹ ñêií÷åííèìè, íàçèâàþòüñÿ íåñêií÷åííèìè.
Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííîþ, ÿêùî A ∼ N. Ó öüîìó âèïàäêó

êàæóòü, ùî åëåìåíòè ìíîæèíè A ìîæíà çàíóìåðóâàòè, âêàçàâøè ái¹êöiþ
ç A â N. Ìíîæèíà, ùî ¹ ñêií÷åííîþ àáî çëi÷åííîþ, íàçèâà¹òüñÿ íå áiëüø,
íiæ çëi÷åííîþ.

Ìíîæèíà, ðiâíîïîòóæíà âiäðiçêó [0, 1], íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ïîòóæ-
íîñòi êîíòèíóóì.

Ìíîæèíè ïîòóæíîñòi êîíòèíóóì ¹ íåçëi÷åííèìè.

Ïðèêëàä 1. Äîâåñòè îáìåæåíiñòü i âèçíà÷èòè òî÷íi ìåæi ìíîæèíè

1)A =
{
an = 1− n

2n+ 3 | n ≥ 1
}

; 2)A =
{
p
q | p, q ∈ N, 3 < 2p < q

}
.

d 1) Ìà¹ìî a1 = 0, an < 0, n ≥ 1. Öå îçíà÷à¹, ùî a1 = maxA =
= supA i ìíîæèíà A îáìåæåíà çâåðõó. Êðiì òîãî, an = −1

2 + 5
2(2n+3) >

−1
2 , n ≥ 1. Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà A îáìåæåíà çíèçó. Ïåðåâiðèìî, ùî
−1

2 � òî÷íà íèæíÿ ìåæà. Äëÿ öüîãî çà êðèòåði¹ì äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
∀ d > −1

2 ∃n∈ N : an < d. Îñòàííÿ íåðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà òàêié:
5

2(2n+3) < d+1
2 . Ðîçâ'ÿçó¹ìî öþ íåðiâíiñòü âiäíîñíî n : n > 1

2

(
5

2d+1 − 3
)
.

Öþ íåðiâíiñòü çàäîâîëüíÿ¹, íàïðèêëàä, íàòóðàëüíå ÷èñëî n =
[
1
2 ·

5
2d+1

]
+

1. Îòæå, inf A = −1
2 .
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2) Ç íåðiâíîñòåé 3 < 2p < q âèïëèâà¹, ùî p
q <

1
2 , à îñêiëüêè p, q ∈ N,

òî p ≥ 2 i pq > 0. Îòæå, 0 � íèæíÿ ìåæà ìíîæèíè A, 1
2 � ¨¨ âåðõíÿ ìåæà.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà A îáìåæåíà. Äîâåäåìî, ùî âêàçàíi ìåæi ¹
òî÷íèìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî ∃ c < 1
2 ∀x ∈ A : x ≤ c. Àëå ó ïðîìiæêó (c, 12)

îáîâ'ÿçêîâî ¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî p
q , ïðè÷îìó p 6= 1. Âîíî íàëåæèòü ìíî-

æèíi A, ùî ïðîòèði÷èòü ïðèïóùåííþ. Îòæå, supA = 1
2 .

Ïðèïóñòèìî, ùî ∃ c > 0 ∀x ∈ A : x ≥ c. Àëå ó ïðîìiæêó (0, c)

îáîâ'ÿçêîâî ¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî p
q . Éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi 2p

2q , òîäi
÷èñåëüíèê íå ìåíøèé çà 2 i öå ÷èñëî íàëåæèòü ìíîæèíiA, ùî ïðîòèði÷èòü
ïðèïóùåííþ. Îòæå, inf A = 0. c

Ïðèêëàä 2. Äîâåñòè, ùî 3
√

4 � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî.
d Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî: 3

√
4 = p

q , p, q ∈ N, ïðè÷îìó p i q âçà-

¹ìíî ïðîñòi. Òîäi ìà¹ìî p3

q3
= 4 i p3 = 4q3. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî p

äiëèòüñÿ íà 2, òîáòî p = 2a, a∈ N. Òîäi 8a3 = 4q3, çâiäêè q3 = 2a3.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî q òàêîæ äiëèòüñÿ íà 2, ùî ñóïåðå÷èòü âçà¹ìíié
ïðîñòîòi p i q. Òîìó íàøå ïðèïóùåííÿ ¹ õèáíèì. c

Ïðèêëàä 3. Íåõàé α, β ∈ R\Q, r ∈ Q. ßêi ç íàñòóïíèõ ÷èñåë ìîæóòü
âèÿâèòèñÿ ðàöiîíàëüíèìè: 1) α+ β; 2) α+ r; 3)

√
r;?

d 1) Ìîæå áóòè ÿê iððàöiîíàëüíèì (íàïðèêëàä, α = β =
√

2, α + β =
2
√

2) òàê i ðàöiîíàëüíèì (íàïðèêëàä, α =
√

2, β = −
√

2, α+ β = 0).
2) Íå ìîæå áóòè ðàöiîíàëüíèì. Äiéñíî, ÿêùî ïðèïóñòèòè âiä ñóïðîòèâ-

íîãî, ùî ÷èñëî α+ r ðàöiîíàëüíå, òî ÷èñëî α = (α+ r)− r ðàöiîíàëüíå,
ÿê ðiçíèöÿ ðàöiîíàëüíèõ. Ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, ÷èñëî α+ r iððàöiîíàëüíå.

3) Ìîæå áóòè ÿê iððàöiîíàëüíèì (íàïðèêëàä, r = 2,
√
r =
√

2) òàê i
ðàöiîíàëüíèì (íàïðèêëàä, r = 0,

√
r = 0).

c
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ÐÎÇÄIË 4

ÎÇÍÀ×ÅÍÍß ÃÐÀÍÈÖI ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒI. ÎÑÍÎÂÍI ÏÐÈÉÎÌÈ
ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß

Ïîñëiäîâíiñòþ íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ a : N→ R.
Ïîçíà÷åííÿ: {an : n ≥ 1}.

×èñëî p ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {an : n ≥ 1}, ÿêùî

∀ε > 0 ∃N ∈ R ∀n ≥ N : |an − p| < ε.

Ïðè öüîìó êàæóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü {an : n ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà p i
âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ p := lim

n→∞
an àáî an → p, n→∞.

Ïîñëiäîâíiñòü {an : n ≥ 1} ðîçáiãà¹òüñÿ äî +∞, ÿêùî

∀C ∃N ∈ R ∀n ≥ N : an > C.

Ïîñëiäîâíiñòü {an : n ≥ 1} ðîçáiãà¹òüñÿ äî −∞, ÿêùî

∀C ∃N ∈ R ∀n ≥ N : an < C.

Ïîñëiäîâíiñòü {an : n ≥ 1} ðîçáiãà¹òüñÿ äî ∞, ÿêùî

∀C > 0 ∃N ∈ R ∀n ≥ N : |an| > C.

Ïîñëiäîâíiñòü {an : n ≥ 1} íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî

∃C > 0 ∀n ∈ N : |an| ≤ C.

Âëàñòèâîñòi çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
1) Çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà.

2) ßêùî an → a, n→ +∞, i b > a, òî ∃N ∈ N ∀n ≥ N : an < b.

3) Íåõàé an → a, n → +∞, bn → b, n → ∞, i ∀n ≥ 1 : an ≤ bn.
Òîäi a ≤ b.

Òåîðåìà (ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi). Íåõàé

1)an → a, n→∞; cn → a, n→∞,

2)∀n ≥ 1 : an ≤ bn ≤ cn.
Òîäi bn → a, n→∞.
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Òåîðåìà (ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨). Íåõàé an → a, n→∞; bn → b, n→∞.
Òîäi ∀c ∈ R : can → ca, an + bn → a+ b, anbn → ab, n→∞.
ßêùî äîäàòêîâî b 6= 0, òî an

bn
→ a

b , n→∞.

Òåîðåìà (Òåîðåìà Øòîëüöà). Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi {xn : n ≥ 1} i {yn :
n ≥ 1} çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:
1) ∀n ≥ 1 : yn < yn+1;
2) yn → +∞, n→∞;
3) iñíó¹ lim

n→∞
xn−xn−1

yn−yn−1
= a, a ∈ R ∪ {−∞,+∞}.

Òîäi lim
n→∞

xn
yn

= a.

Çàóâàæåííÿ. Ïîìiòèìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi, ÿêi ìè ÷àñòiøå çà âñå âèêîðè-
ñòîâó¹ìî, ìîæíà çàïèñàòè â ïîðÿäêó øâèäêîñòi çðîñòàííÿ, ïðè n→∞ :
1) nn;
2) n!;
3) an, a > 1;
4) nα, α > 0;
5) loga n, a > 1;
6) Îáìåæåíi ïîñëiäîâíîñòi.

Òîäi ãðàíèöÿ ÷àñòêè äâîõ òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé, äå â çíàìåííèêó ñòî¨òü
ïîñëiäîâíiñòü, ùî çðîñòà¹ øâèäøå, äîðiâíþ¹ íóëþ.
Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòåé. Ïðè öüî-
ìó ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ñòàíäàðòíi ãðàíèöi:

lim
n→∞

1

nα
= 0, α > 0; (4.1)

lim
n→∞

n
√
n = 1; (4.2)

lim
n→∞

n
√
a = 1, a > 0; (4.3)

lim
n→∞

an = 0, |a| < 1. (4.4)

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè

lim
n→+∞

n+ lg n+ 2n

n2 + lg n− 2n
.
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Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì, ñïî÷àòêó çíàäåìî äîäàíîê, ÿêèé ñåðåä óñiõ äîäàíêiâ
ó ÷èñåëüíèêó i çíàìåííèêó íàéøâèäøå çðîñòà¹. Î÷åâèäíî, ùî öå äîäàíîê
2n. Äàëi, ïî÷ëåííî äiëèìî íà öåé äîäàíîê i âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíi
ãðàíèöi òà òåîðåìó ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨.

lim
n→+∞

n+ lg n+ 2n

n2 + lg n− 2n
= lim

n→+∞

n
2n + lgn

2n + 1
n2

2n + lgn
2n − 1

= lim
n→+∞

0 + 0 + 1

0 + 0− 1
= −1.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè

lim
n→+∞

n3 + 2n + cosn

3n+1 + sinn2
.

ßê i â ïðèêëàäi 4, çíàõîäèìî äîäàíîê, ÿêèé ñåðåä óñiõ äîäàíêiâ ó ÷èñåëü-
íèêó òà çíàìåííèêó íàéøâèäøå çðîñòà¹. Î÷åâèäíî, ùî öå äîäàíîê 3n+1.
Ïî÷ëåííî äiëèìî íà öåé äîäàíîê ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê äðîáó:

lim
n→+∞

n3 + 2n + cosn

3n+1 + sinn2
= lim

n→+∞

n3

3n+1 + 2n

3n+1 + cosn
3n+1

1 + sinn2

3n+1

=

= lim
n→+∞

n3

3n+1 + 1
3

(
2
3

)n
+ cosn

3n+1

1 + sinn2

3n+1

=
0 + 0 + 0

1 + 0
= 0.

Ïîìiòèìî, ùî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíó ãðàíèöþ lim
n→+∞

(
2
3

)n
= 0 i

òîé ôàêò, ùî ïîñëiäîâíîñòi cosn i sinn2 îáìåæåíi. Ìåòîä ðîçãëÿíóòèé
â ïðèêëàäàõ 4 i 4 ìîæíà óìîâíî íàçâàòè äiëåííÿ íà "ñòàðøîãî". Äàëi
ðîçãëÿíåìî ìåòîä ìíîæåííÿ íà "ñïðÿæåíèé âèðàç".

Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè

lim
n→+∞

(√
n2 + n+ 1−

√
n2 − 1

)
.

Äîìíîæèìî òà ïîäiëèìî âèðàç íà ñóìó êîðåíiâ (ñïðÿæåíèé âèðàç):

lim
n→+∞

(√
n2 + n+ 1−

√
n2 − 1

)
=

lim
n→+∞

((√
n2 + n+ 1−

√
n2 − 1

))((√
n2 + n+ 1 +

√
n2 − 1

))
√
n2 + n+ 1 +

√
n2 − 1

=

= lim
n→+∞

(n2 + n+ 1)− (n2 − 1)√
n2 + n+ 1 +

√
n2 − 1

= lim
n→+∞

n+ 2√
n2 + n+ 1 +

√
n2 − 1

.
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Äàëi, ÿê â ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäàõ, áóäåìî äiëèòè íà "ñòàðøîãî òîáòî íà n:

lim
n→+∞

n+ 2√
n2 + n+ 1 +

√
n2 − 1

=

lim
n→+∞

1 + 2
n√

1 + 1
n + 1

n2 +
√

1− 1
n2

=
1 + 0√

1 + 0 + 0 +
√

1− 0
=

1

2
.

Ïðèêëàä 4. Îá÷èñëèòè

lim
n→+∞

3
√
n
(

3
√

(n+ 1)2 − 3
√
n2 + 1

)
.

Îñêiëüêè â äóæêàõ ìè áà÷èìî ðiçíèöþ êóái÷íèõ êîðåíiâ, òî äîìíîæèìî é
ïîäiëèìî âèðàç íà âèðàç

3

√
(n+ 1)4 +

3
√
n2 + 1

3
√
n2 + 1 +

3

√
(n2 + 1)2,

ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó ðiçíèöi êóáiâ

lim
n→+∞

3
√
n

(n+ 1)2 −
(
n2 + 1

)
3

√
(n+ 1)4 + 3

√
(n+ 1)2 3

√
n2 + 1 + 3

√
(n2 + 1)2

= lim
n→+∞

3
√
n

2n

3

√
(n+ 1)4 + 3

√
(n+ 1)2 3

√
n2 + 1 + 3

√
(n2 + 1)2

= 2 · lim
n→+∞

3
√
n

n4/3

3

√
(n+ 1)4 + 3

√
(n+ 1)2(n2 + 1) + 3

√
(n2 + 1)2

.

Äàëi ïîäiëèìî ïî÷ëåííî ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê íà n4/3

2 · lim
n→+∞

3
√
n

n4/3

3

√
(n+ 1)4 + 3

√
(n+ 1)2(n2 + 1) + 3

√
(n2 + 1)2

=

= 2 · lim
n→+∞

3
√
n

1

3

√(
1 + 1

n

)4
+ 3

√(
1 + 1

n

)2 (
1 + 1

n2

)
+ 3

√(
1 + 1

n2 )
)2 =

= 2
1

3
√

1 + 0 + 3
√

(1 + 0)(1 + 0) + 3
√

(1 + 0)2
=

2

3
.
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×àñòî ïðè îá÷èñëåííi ãðàíèöi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî òðè ïîñëi-
äîâíîñòi.

Ïðèêëàä 5. Îá÷èñëèòè

lim
n→+∞

3
√
n3 + n+ 1.

Ïîìiòèìî, ùî ∀n ≥ 1 :

n
√
n3 ≤ n

√
n3 + n+ 1 ≤ n

√
3n3 =

n
√
n3.

Îñêiëüêè
n
√
n3 → 1, n → +∞ i n

√
3 → 1, n → +∞, òî çà òåîðåìîþ ïðî

òðè ïîñëiäîâíîñòi lim
n→+∞

3
√
n3 + n+ 1 = 1. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ îöiíêè ó

áiëüøó ñòîðîíó, ìè êîæíèé äîäàíîê çàìiíèëè íà äîäàíîê, ÿêèé íàéøâèäøå
çðîñòà¹, à äëÿ îöiíêè ó ìåíøó ñòîðîíó çàëèøèëè òiëüêè öåé äîäàíîê.

Ïðèêëàä 6. Îá÷èñëèòè

lim
n→+∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ ...+
1√

n2 + n

)
.

Òàêîæ áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òåîðåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi. Î÷åâèäíî,
ùî

1√
n2 + 1

+
1√

n2 + 2
+ ...+

1√
n2 + n

≤ n√
n2 + 1

i
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ ...+
1√

n2 + n
≥ n√

n2 + n
;

lim
n→+∞

n√
n2 + 1

= lim
n→+∞

n√
1 + 1

n2

= 1;

lim
n→+∞

n√
n2 + n

= lim
n→+∞

n√
1 + 1

n

= 1.

Òîäi çà òåîðåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi

lim
n→+∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ ...+
1√

n2 + n

)
= 1.
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Ïðèêëàä 7. Îá÷èñëèòè

lim
n→+∞

n
√

logn2 2.

Ïîìiòèìî, ùî logn2 2 = 1
log2 n

2 i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

1

n2
<

1

log2 n
2
< 1⇒ 1

n
√
n2

<
1

n
√

log2 n
2
< 1.

Îñêiëüêè lim
n→+∞

n
√
n2 = 1, òî çà òåîðåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi

lim
n→+∞

n
√

logn2 2 = 1. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè íà çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè

Øòîëüöà.
Ïðèêëàä 8. Îá÷èñëèòè

lim
n→+∞

1 · 2 + 2 · 3 + ...+ n · (n+ 1)

n3
.

Çàóâàæèìî, ùî çàñòîñóâàòè òåîðåìó ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨ áåçïîñåðåäíüî íå
ìîæíà, áî êiëüêiñòü äîäàíêiâ ó ÷èñåëüíèêó ¹ çìiííîþ. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó
Øòîëüöà. Îñêiëüêè äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé xn = 1 · 2 + ... + n · (n + 1) i
yn = n3

lim
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= lim
n→+∞

(n+ 1) · (n+ 2)

(n+ 1)3 − n3
= lim

n→+∞

n2 + 3n+ 2

3n2 + 3n+ 1
=

lim
n→+∞

1 + 3
n + 2

n2

3 + 3
n + 1

n2

=
1

3
,

òî i

lim
n→+∞

xn
yn

=
1

3
.

Ïðèêëàä 9. Íåõàé k ∈ N. Äîâåñòè, ùî

lim
n→+∞

1k + 2k + ...+ nk

nk+1
=

1

k + 1
.

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó Øòîëüöà äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé xn = 1k + 2k + ...+nk

i yn = nk+1.

lim
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= lim
n→+∞

(n+ 1)k

(n+ 1)k+1 − nk+1
.
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Îñêiëüêè (n+ 1)k =
k∑
i=0

Cikn
i i (n+ 1)k =

k+1∑
i=0

Cik+1n
i, òî ìà¹ìî, ùî

lim
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= lim
n→+∞

k∑
i=0

Cikn
i

k+1∑
i=0

Cik+1n
i − nk+1

= lim
n→+∞

k∑
i=0

Cikn
i

k∑
i=0

Cik+1n
i

.

Äàëi ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê íà "ñòàðøîãî òîáòî íà nk:

lim
n→+∞

k∑
i=0

Cikn
i

k+1∑
i=0

Cikn
i

= lim
n→+∞

k∑
i=0

Cik
1

nk−i

k+1∑
i=0

Cik
1

nk−i

=

lim
n→+∞

1
nk

+ C1
k

1
nk−1 + ...+ Ckk

1
nk

+ C1
k+1

1
nk−1 + ...+ Ckk+1

=
0 + 0 + ...+ Ckk

0 + 0 + ...+ Ckk+1

=

=
Ckk
Ckk+1

=
1

k + 1
.

Òîäi çà òåîðåìîþ Øòîëüöà

lim
n→+∞

xn
yn

=
1

k + 1
.

Ïðèêëàä 10. Çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi äîâåñòè ðiâíîñòi:

1) lim
n→+∞

2n+ 3

4n+ 5
=

1

2
;

2) lim
n→+∞

0, 999n = 0;

3) lim
n→+∞

1

n!
= 0.

1) Ðîçãëÿíåìî
∣∣∣2n+3
4n+5 −

1
2

∣∣∣ =
∣∣∣ 1
2(4n+5)

∣∣∣ = 1
2(4n+5) . Íåõàé ∀ε > 0 ôiêñîâà-

íå. Òîäi íåðiâíiñòü
∣∣∣2n+3
4n+5 −

1
2

∣∣∣ < ε âèêîíó¹òüñÿ ïðè òèõ n ∈ N, ïðè ÿêèõ
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1
2(4n+5) < ε. îñòàííÿ íåðiâíiñòü ðiâíîçíà÷íà 1 < 2ε(4n+ 5)⇔ 4n+ 5 >

1
2ε ⇔ n >

1
2ε
−5
4 . Çà àêñiîìîþ Àðõiìåäà ∃n0 =

[ 1
2ε
−5
4

]
+ 1 : ∀n ≥ n0

n >
1
2ε
−5
4 . òàêèì ÷èíîì, ∀ε > 0∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 âèêîíó¹òüñÿ∣∣∣2n+3

4n+5 −
1
2

∣∣∣ < ε.

2) Ðîçãëÿíåìî ∀ε > 0 i |0, 999n − 0| < ε

|0, 999n − 0| < ε⇔ 0, 999n < ε⇔ n > log0,999 ε.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü áóäå âèêîíóâàòèñü ïðè ∀n ≥ n0, äå n0 = [log0,999 ε]+
1.
3) Íåõàé ∀ε > 0 ôiêñîâàíå. Ìà¹ìî

∣∣ 1
n! − 0

∣∣ = 1
n! <

1
n . Òîäi íåðiâíiñòü

1
n! < ε. îáîâ'ÿçêîâî âèêîíó¹òüñÿ ïðè òèõ n ∈ N, ïðè ÿêèõ 1

n < ε. Îñòàííÿ
íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ïðè ∀n ≥ n0, äå n0 =

[
1
ε

]
+ 1.
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ÐÎÇÄIË 5

ÃÐÀÍÈÖß ÌÎÍÎÒÎÍÍÎ� ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒI. ×ÈÑËÎ e

Ïîñëiäîâíiñòü {an : n ≥ 1} íàçèâà¹òüñÿ
1) çðîñòàþ÷îþ, ÿêùî ∀n ≥ 1 : an < an+1;
2) íåñïàäíîþ, ÿêùî ∀n ≥ 1 : an ≤ an+1;
3) ñïàäíîþ, ÿêùî ∀n ≥ 1 : an > an+1;
4) íåçðîñòàþ÷îþ, ÿêùî ∀n ≥ 1 : an ≥ an+1;
Ó êîæíîìó ç âèïàäêiâ 1) � 4) ïîñëiäîâíiòü {an : n ≥ 1} íàçèâà¹òüñÿ
ìîíîòîííîþ.

Òåîðåìà. Ìîíîòîííà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü çáiæíà

Ïðèêëàä 1. Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ãðàíèöi ìîíîòîííî¨
ïîñëiäîâíîñòi äîâåñòè çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi:

1)xn = 1 +
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ ...+

1

n · (n+ 1)

2)xn =

(
1 +

1

2

)
·
(

1 +
1

4

)
· ... ·

(
1 +

1

2n

)
1) Ïîìiòèìî, ùî xn = 1+

(
1− 1

2

)
+
(
1
2 −

1
3

)
+...+

(
1
n −

1
n+1

)
= 2− 1

n+1 .

Òîäi î÷åâèäíî, ùî 0 ≤ xn < 2, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {xn : n ≥ 1} îáìåæå-
íà. Òàêîæ, xn < xn+1, äå xn+1 = 1+ 1

1·2 + 1
2·3 +...+ 1

n·(n+1) + 1
(n+1)·(n+2) ,

ùî ïîçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xn : n ≥ 1} ñòðîãî çðîñòà¹. Òàêèì ÷èíîì,
çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ∃ lim

n→+∞
xn = x ∈ R.

2) Ðîçãëÿíåìî

lnxn = ln

(
1 +

1

2

)(
1 +

1

4

)
· ... ·

(
1 +

1

2n

)
=

= ln

(
1 +

1

2

)
+ln

(
1 +

1

22

)
+ ...+ln

(
1 +

1

2n

)
<

1

2
+

1

22
+ ...+

1

2n
=

=
1
2

(
1− 1

2n

)
1− 1

2

= 1− 1

2n
< 1 ∀n ≥ 1.

Ìà¹ìî, ùî ∀n ≥ 1 : lnxn < 1⇔ 0 < xn < e, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {xn :
n ≥ 1} îáìåæåíà. Îñêiëüêè xn+1 =

(
1 + 1

2

)
· ... ·

(
1 + 1

2n

) (
1 + 1

2n+1

)
=
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xn
(
1 + 1

2n+1

)
< xn,∀n ≥ 1, òî ïîñëiäîâíiñòü {xn : n ≥ 1} ñòðîãî

çðîñòà¹. Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ∃ lim
n→+∞

xn = x ∈ R.
Çàóâàæèìî, ùî â îñòàííüîìó ïðèêëàäi ìè íå çíàõîäèëè ãðàíèöþ ïîñëiäîâ-
íîñòi, à òiëüêè äîâîäèëè, ùî âîíà iñíó¹.
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ÐÎÇÄIË 6
ÏIÄÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒI. ×ÀÑÒÊÎÂI ÃÐÀÍÈÖI

Íåõàé {an : n ≥ 1} ⊂ R. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {n(k) : k ≥ 1} ⊂ N,
ó ÿêié 1 ≤ n(1) < n(2) < ... < n(k) < n(k + 1) < ... Îñêiëüêè
∀k ≥ 1 : n(k) ≥ k, òî n(k)→ +∞, k →∞.
Ïîñëiäîâíiñòü {an(k) : n ≥ 1} íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòþ âèõiäíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi {an : n ≥ 1}.
×èñëî a ∈ R àáî ñèìâîë a = +∞ ÷è a = −∞ íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâîþ
ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {an : n ≥ 1}, ÿêùî a ¹ ãðàíèöåþ äåÿêî¨ ïiäïîñëi-
äîâíîñòi {an(k) : n ≥ 1}.
Íåõàé A− ìíîæèíà ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòi {an : n ≥ 1} ⊂ R.
Íèæíüîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {an : n ≥ 1} íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà:

lim
n→∞

an :=


−∞, {an : n ≥ 1} íå îáìåæåíà çíèçó

inf A, {an : n ≥ 1} îáìåæåíà çíèçó i A 6= {+∞}
+∞, A = {+∞}

Âåðõíüîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {an : n ≥ 1} íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà:

lim
n→∞

an :=


+∞, {an : n ≥ 1} íå îáìåæåíà çâåðõó

supA, {an : n ≥ 1} îáìåæåíà çâåðõó i A 6= {−∞}
−∞, A = {−∞}.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ìíîæèíó ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü, íèæíþ òà âåðõíþ
ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi {xn : n ≥ 1}:

1)xn = (−1)n
(

2 +
3

n

)
; 2)xn = 1 + n · sin πn

2
.

1) Ìà¹ìî x2n = 2 + 3
2n → 2, n → +∞, x2n−1 = −2 − 3

2n−1 →
−2, n → +∞, n ≤ 1. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòüðîçáèòî íà äâi çáiæíi
ïiäïîñëiäîâíîñòi. Òàê ÿê, {2n : n ≥ 1} ∩ {2n − 1 : n ≥ 1} = ∅ i
{2n : n ≥ 1} ∪ {2n − 1 : n ≥ 1} = N, òî ìíîæèíà ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü
ïîñëiäîâíîñòi A = {−2; 2}. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî lim

n→∞
xn = supA =

maxA = 2, lim
n→∞

xn = inf A = minA = −2.

2) Ìà¹ìî x2n = 1→ 1, n→ +∞,
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x4n+1 = 1 + 4n+ 1→ 2 + 4n→ +∞, n→ +∞,
x4n−1 = −4n+ 2→ −∞, n→ +∞.
Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü ðîçáèòî íà òðè çáiæíi ïiäïîñëiäîâíîñòi. Òàê
ÿê {2n : n ≥ 1} ∩ {4n + 1 : n ≥ 1} ∩ {4n − 1 : n ≥ 1} = ∅ i
{2n : n ≥ 1} ∪ {4n + 1 : n ≥ 1} ∪ {4n − 1 : n ≥ 1} = N, òî ìíîæèíà
÷àñòêîâèõ ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòi A = {−∞; 1; +∞}. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî lim

n→∞
xn = +∞, lim

n→∞
xn = −∞.
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ÐÎÇÄIË 7

ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍI ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒI. ÊÐÈÒÅÐIÉ ÊÎØI

Ïîñëiäîâíiñòü {an : n ≥ 1} íàçèâà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ, àáî ïîñëiäîâ-
íiñòþ Êîøi, ÿêùî

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N ∀m ≥ N : |am − an| < ε.

Êðèòåðié Êîøi Ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë çáiæíà äî äiéñíîãî ÷èñëà òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè âîíà ôóíäàìåíòàëüíà.

Ïðèêëàä 1. Äîâåñòè çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi:{
an =

sin 1
1

1
+

sin 1
2

2
+ ...+

sin 1
n

n
: n ≥ 1

}
.

Îñêiëüêè ïðè n > m

|an − am| =

∣∣∣∣∣sin 1
m+1

m+ 1
+

sin 1
m+2

m+ 2
+ ...+

sin 1
n

n

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣sin 1
m+1

∣∣∣
m+ 1

+

∣∣∣sin 1
m+2

∣∣∣
m+ 2

+ ...+

∣∣sin 1
n

∣∣
n

≤

≤ 1

(m+ 1)2
+

1

(m+ 2)2
+ ...+

1

n2
≤

≤ 1

m(m+ 1)
+

1

(m+ 1)(m+ 2)
+ ...+

1

(n− 1)n
=

=
1

m
− 1

m+ 1
+

1

m+ 1
− 1

m+ 2
+ ...+

1

n− 1
− 1

n
=

=
1

m
− 1

n
<

1

m
< ε, ïðè m >

1

ε
,

òî ïîñëiäîâíiñòü {an : n ≥ 0} ôóíäàìåíòàëüíà i ç êðèòåðiþ Êîøi âèïëèâà¹
ïîòðiáíà çáiæíiñòü.
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ÐÎÇÄIË 8

ÎÇÍÀ×ÅÍÍß ÃÐÀÍÈÖI ÔÓÍÊÖI� Â ÒÎ×ÖI. ÎÑÍÎÂÍI ÏÐÈÉÎÌÈ
ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß

Íåõàé x0 ∈ R, x0−ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè A i f : A → R. Çà Êîøi,
÷èñëî p ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0, ÿêùî

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 ∀x ∈ (A∩(x0−δ, x0+δ))\{x0} : |f(x)−p| < ε.

Çíà÷åííÿ +∞ íàçèâà¹òüñÿ ãðàíöåþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0, ÿêùî

∀C ∈ R ∃δ = δ(C) > 0 ∀x ∈ (A∩(x0−δ, x0+δ))\{x0} : f(x) > C.

Íåõàé x0 = +∞− ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè A. ×èñëî p ∈ R íàçèâà¹òüñÿ
ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ïðè x→ +∞, ÿêùî

∀ε > 0 ∃C ∈ R ∀x ∈ A, x > C : |f(x)− p| < ε.

Çíà÷åííÿ +∞ íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ïðè x→ +∞, ÿêùî

∀D ∈ R ∃C ∈ R ∀x ∈ A, x > C : f(x) > D.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ é iíøi ïîäiáíi ãðàíèöi.

Îçíà÷åííÿ, åêâiâàëåíòíå íàâåäåíèì âèùå, ìîæíà äàòè â òåðìiíàõ ïîñëi-
äîâíîñòåé (îçíà÷åííÿ Ãåéíå). Íåõàé R ∪ {−∞,+∞} � x0− ãðàíè÷íà
òî÷êà ìíîæèíè A ⊂ R, f : A → R. Çíà÷åííÿ p ∈ R ∪ {−∞,+∞}
íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ïðè x → x0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi {xn : n ≥ 1} ⊂ A, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
1)∀n ≥ 1 : xn 6= x0; 2)xn → x0, n→∞,
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

f(xn)→ p, n→∞.

Ïîçíà÷åííÿ: p = lim
x→x0

f(x); f(x)→ p, x→ x0.

Íåõàé A ⊂ R, x0 ∈ R òàêi, ùî ∀γ : (x0 − γ, x0 ∩ A 6= ∅. ×èñëî p ∈ R
íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ çëiâà ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0, ÿêùî

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ∩A : |f(x)− p| < ε.

Ïîçíà÷åííÿ: p = lim
x→x0−

f(x); f(x)→ p, x→ x0−.

Íåõàé A ⊂ Rix0 ∈ R òàêi, ùî ∀γ : (x0, x0 + γ) ∩ A 6= ∅. ×èñëî p ∈ R
íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ñïðàâà ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0, ÿêùî

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (x0, x0 + δ) ∩A : |f(x)− p| < ε.
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Ïîçíà÷åííÿ: p = lim
x→x0+

f(x); f(x)→ p, x→ x0+.

Ìàþòü ìiñöå òàêi âèçíà÷íi ãðàíèöi:
lim
x→0

sinx
x = 1;

lim
+∞

(1 + x)
1
x = lim

x→0
(1 + 1

x)x = lim
x→−∞

(1 + 1
x)x = e;

lim
x→0

ln(1+x)
x = 1;

lim
x→0

(1+x)α−1
x = α, α ∈ R;

lim
x→0

αx−1
x = lnα, α > 0.

Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü ôóíêöi¨. Ñïî÷àòêó ðîç-
ãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè x → +

−
∞. Â öüîìó âèïàäêó ìîæíà çàñòîñîâóâàòè

ìåòîäè, ÿêi ìè çàñòîñîâóâàëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi, à ñà-
ìå, äiëåííÿ íà "ñòàðøîãî"i äîìíîæåííÿ íà ñïðÿæåíèé âèðàç.

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè

lim
x→+∞

√
x+

√
x+
√
x

√
x+ 1

.

Ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê íà
√
x. Òîäi :

lim
x→+∞

√
x+

√
x+
√
x

√
x+ 1

= lim
x→+∞

√
1 +

√
x+
√
x

x√
1 + 1

x

=

lim
x→+∞

√
1 +

√
1
x + 1

x3/2√
1 + 1

x

=
1 + 0 + 0

1 + 0
= 1.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè

lim
x→+∞

(√
x+

√
x+
√
x−
√
x

)
.
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lim
x→+∞

(√
x+

√
x+
√
x−
√
x

)
= lim

x→+∞

x+
√
x+
√
x− x√

x+
√
x+
√
x+
√
x

=

lim
x→+∞

√
x+
√
x√

x+
√
x+
√
x+
√
x

== lim
x→+∞

√
1 + 1√

x√
1 +

√
x+
√
x

x + 1

=
1

2
.

Äàëi ðîçãëÿíåìî âèïàäêè, êîëè x→ x0 ∈ R.
Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè

lim
x→4

√
1 + 2x− 3√
x− 2

.

Îñêiëüêè çíàìåííèê äðîáó çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, òî òåîðåìà ïðî àðèôìåòè÷íi
äi¨ áåçïîñåðåäíüî íå ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà. Äîìíîæèìî i ïîäiëèìî äðiá
íà âèðàçè, ñïðÿæåíi äî ÷èñåëüíèêà òà çíàìåííèêà

lim
x→4

(
√

1 + 2x− 3)(
√
x+ 2)(

√
1 + 2x+ 3)

(
√
x− 2)(

√
x− 2)(

√
1 + 2x+ 3)

= lim
x→4

(2x− 8)(
√
x+ 2

(
√

1 + 2x+ 3)(x− 4)
=

lim
x→4

2(
√
x+ 2)√

1 + 2x+ 3
=

2(
√

4 + 2)√
9 + 3

=
4

3
.

Ïðèêëàä 4. Îá÷èñëèòè

lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
.

Òàê ÿê ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê äðîáó çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ, òî ìà¹ìî íåâè-
çíà÷åííiñòü 0

0 . Ðîçêëàäåìî ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê äðîáó íà ìíîæíèêè:

lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
= lim

x→1

(x− 1)(x2 + x− 2)

(x− 1)(x3 + x2 + x− 3)
= lim

x→1

x2 + x− 2

x3 + x2 + x− 3
.

Áà÷èìî, ùî íåâèçíà÷åííiñòü 0
0 çàëèøèëàñü. Òîäi ïðîäîâæó¹ìî ðîçêëàäàòè

íà ìíîæíèêè:

lim
x→1

x2 + x− 2

x3 + x2 + x− 3
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 2)

(x− 1)(x2 + 2x+ 3)
= lim

x→1

x+ 2

x2 + 2x+ 3
=
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=
1 + 2

1 + 2 + 3
=

1

2
.

Â íàñòóïíèõ ïðèêëàäàõ ðîçãëÿíåìî âèêîðèñòàííÿ âèçíà÷åíèõ ãðàíèöü äëÿ
îá÷èñëåííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨.

Ïðèêëàä 5. Îá÷èñëèòè

lim
x→0

sin 5x− sin 3x

sinx
.

Ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê äðîáó íà x:

lim
x→0

sin 5x
x − sin 3x

x
sinx
x

= lim
x→0

5 sin 5x
5x − 3 sin 3x

3x
sinx
x

=
5 · 1− 3 · 1

1
= 2.

Çàóâàæèìî, ùî ó ïî÷àòêîâié óìîâi ìè ìà¹ìî íåâèçíà÷åííiñòü 0
0 i òîìó

âèêîðèñòîâó¹ìî âèçíà÷íó ãðàíèöþ lim
x→0

sinx
x = 1.

Ïðèêëàä 6. Îá÷èñëèòè

lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1
.

Ïîìiòèìî, ùî çíîâó ïî÷àòêîâà óìîâà ìà¹ íåâèçíà÷åííiñòü 0
0 . Òîìó, ñïî÷à-

òêó äîìíîæèìî íà ñïðÿæåíèé âèðàç:

lim
x→0

(
√

1 + x sinx− 1)(
√

1 + x sinx+ 1)

(ex2 − 1)(
√

1 + x sinx+ 1)
=

lim
x→0

x sinx

ex2 − 1
· lim
x→0

1√
1 + x sinx+ 1

=

= lim
x→0

x sinx

ex2 − 1
· 1√

1 + 0 + 1
=

1

2
lim
x→0

x sinx

ex2 − 1
.

Äàëi, ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê äðîáó íà x2:

1

2
lim
x→0

x sinx

ex2 − 1
=

1

2
lim
x→0

sinx
x

ex2−1
x2

=
1

2
.
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Çàóâàæèìî, ùî ìè âèêîðèñòîâóâàëè âèçíà÷íi ãðàíèöi lim
x→0

sinx
x = 1 i lim

x→0

ex−1
x =

1.
Ïðèêëàä 7. Îá÷èñëèòè

lim
x→0

ln (x2 + ex)

ln (x4 + e2x)
.

lim
x→0

ln (x2 + ex)

ln (x4 + e2x)
= lim

x→0

ln ex
(

1 + x2

ex

)
ln e2x

(
1 + x4

e2x

) == lim
x→0

x+ ln
(

1 + x2

ex

)
2x+ ln

(
1 + x4

e2x

) .
Îñêiëüêè lim

x→0

x2

ex = 0 i lim
x→0

x4

e2x
= 0, òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñü âèçíà÷åíîþ

ãðàíèöåþ lim
x→0

ln (1+x)
x = 1:

lim
x→0

x+ ln
(

1 + x2

ex

)
2x+ ln

(
1 + x4

e2x

) = lim
x→0

x+ x2

ex ·
ln

(
1+x2

ex

)
x2

ex

2x+ x4

e2x
·
ln

(
1+ x4

e2x

)
x4

e2x

=

lim
x→0

1 + x2

ex ·
ln

(
1+x2

ex

)
x2

ex

2 + x3

e2x
·
ln

(
1+ x4

e2x

)
x4

e2x

=
1 + 0 · 1
2 + 0 · 1

=
1

2
.

Ïðèêëàä 8. Îá÷èñëèòè

lim
x→0

(1− x) tg
πx

2
.

Çàóâàæèìî, ùî â óìîâi çàäà÷i ìè ìà¹ìî íåâèçíà÷åííiñòü 0 · ∞. Çðîáèìî
çàìiíó 1− x = t. Òîäi t→ 0 :

lim
x→0

(1− x) tg
πx

2
= lim

t→0
t tg

π(1− t)
2

= lim
t→0

t tg

(
π

2
− πt

2

)
= lim

t→0
t ctg

πt

2
=

lim
t→0

t · cos πt2
sin πt

2

= lim
t→0

π
2 t · cos πt2
π
2 sin πt

2

.
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Òàê ÿê lim
t→0

π
2
t

sin πt
2

= 1, òî ìè ìà¹ìî, ùî

lim
t→0

π
2 t · cos πt2
π
2 sin πt

2

= lim
t→0

cos πt2
π
2

=
2

π
.

Ïðèêëàä 9. Îá÷èñëèòè

lim
x→0

3
√

8 + 3x− x2 − 2

x+ x2
.

Îñêiëüêè â óìîâi çàäà÷i ìè áà÷èìî íåâèçíà÷åííiñòü 0
0 , òî ñïî÷àòêó ïåðå-

òâîðèìî äðiá:

lim
x→0

3
√

8 + 3x− x2 − 2

x+ x2
= lim

x→0

2
(

3

√
1 + 3x

8 − x2 − 1
)

x(1 + x)
=

= 2lim
x→0

(
1 + 3x

8 − x
2
)1/3 − 1

x(1 + x)
.

Çàóâàæèìî, ùî lim
x→0

(
3x
8 − x

2
)

= 0 i áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè âèçíà÷íó

ãðàíèöþ lim
x→0

(1+x)α−1
x = α :

2 lim
x→0

(
1 + 3x

8 − x
2
)1/3 − 1

x(1 + x)
= 2lim

x→0

((
1 +

(
3x
8 − x

2
))1/3 − 1

) (
3x
8 − x

2
)

x(1 + x)
(
3x
8 − x2

) =

2 · 1

3
lim
x→0

3x
8 − x

2

x(1 + x)
=

2

3
lim
x→0

3
8 − x
1 + x

=
2

3
·
3
8 − 0

1 + 0
=

1

4
.

Ïðèêëàä 10. Îá÷èñëèòè

lim
x→∞

(
2x+ 5

2x+ 3

)3x−1
.
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lim
x→∞

(
2x+ 5

2x+ 3

)3x−1
= lim

x→∞

(
1 +

2

2x+ 3

)3x−1
=

= lim
x→∞

((
1 +

2

2x+ 3

) 2x+3
2

) 2(3x−1)
2x+3

=

= lim
x→∞

exp

(
2(3x− 1)

2x+ 3
· 2x+ 3

2
ln

(
1 +

2

2x+ 3

))
= e3.
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ÐÎÇÄIË 9

ÍÅÏÅÐÅÐÂÍI ÔÓÍÊÖI�

Íåõàé A ⊂ R, x0− ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè A, ïðè÷îìó x0 ∈ A. Íåõàé
f : A→ R. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ ó òî÷öi x0, ÿêùî

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi A, ÿêùî âîíà íåïåðåðâíà ó êîæíié òî÷öi
ìíîæèíè A. Ïîçíà÷åííÿ: f ∈ C(A).
Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ çëiâà ó òî÷öi x0, ÿêùî

lim
x→x0−

f(x) = f(x0).

Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ ñïðàâà ó òî÷öi x0, ÿêùî

lim
x→x0+

f(x) = f(x0).

Ïðèêëàä 1. Äîñëiäèòè íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨

f(x) =
(x2 − 3) · 2x + arctg x · cosx

(x2 + 3) sin3 x
.

Ôóíêöi¨ x 7→ x2 − 3, x 7→ 2x, x 7→ arctg x, x 7→ cosx, x 7→ x2 + 3, x 7→
sinx íåïåðåðâíi íà R. Çà òåîðåìîþ ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨ ôóíêöi¨ x 7→
(x2 − 3) · 2x + arctg x · cosx i x 7→ (x2 + 3) sin3 x òàêîæ íåïåðåðâíi
íà R. Òîìó ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â óñiõ òî÷êàõ R çà âèíÿòêîì òèõ, ó ÿêèõ
çíàìåííèê äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå, f ∈ C(R \ {nπ|n ∈ Z}).

Ïðèêëàä 2. Äîñëiäèòè íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨

f(x) =

{
x2−1
x−1 , x 6= 1,

5, x = 1.

Ïðè x 6= 1 ôóíêöiþ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi f(x) = x + 1. Òîìó
f ∈ C(R \ {1}). Êðiì òîãî, lim

x→1−
f(x) = lim

x→1+
f(x) = 2 6= f(1). Òàêèì

÷èíîì, x = 1 ¹ òî÷êîþ óñóâíîãî ðîçðèâó.
Ïðèêëàä 3. Äîñëiäèòè íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨

f(x) =

{
e

1
x , x 6= 0,

0, x = 0.
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Íà R \ {0} ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ çà òåîðåìîþ ïðî íåïåðåðâíiñòü ñóïåð-
ïîçèöi¨ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

e
1
x = 0, lim

x→0+
f(x) = lim

x→0+
e

1
x = +∞.

Îñêiëüêè lim
x→0−

f(x) = 0 = f(x),òî ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà çëiâà â òî÷öi

x = 0. Òî÷êà x = 0 ¹ òî÷êîþ ðîçðèâó äðóãîãî ðîäó.
Ïðèêëàä 4. Äîñëiäèòè íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨

f(x) =

{
x, |x| ≤ 1,

1, |x| > 1.

Íà R\{±1} ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ. Êðiì òîãî, lim
x→1+

f(x) = lim
x→1−

f(x) =

1 = f(1)⇒ â òî÷öi x = 1 ôóíêöiÿ òàêîæ ¹ íåïåðåðâíîþ.
Ðîçãëÿíåìî lim

x→−1+
f(x) = −1i lim

x→−1−
f(x) = 1. Òàêèì ÷èíîì, x =

−1 ¹ òî÷êîþ ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó.
Ïðèêëàä 5. Ôóíêöiþ äîâèçíà÷èòè â òî÷öi 0 òàê, ùîá îäåðæàòè íåïå-

ðåðâíó ó öié òî÷öi ôóíêöiþ: f(x) =
5√1+2x−1

sinx .
Ðîçãëÿíåìî

lim
x→0

5
√

1 + 2x− 1

sinx
= lim

x→0

(
5
√

1 + 2x− 1
)

2x

2x · sinx
=

2lim
x→0

(1 + 2x)1/5 − 1

2x
· x

sinx
= 2 · 1

5
· 1 =

2

5
.

Ïîêëàäåìî f̃(x) =

{
5√1+2x−1

sinx , x 6= 0,
2
5 , x = 0.

Òîäi çà îçíà÷åííÿì íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨, ôóíêöiÿ f̃(x) ¹ íåïåðåðâíîþ íà
R.
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ÐÎÇÄIË 10
ÏÎÕIÄÍÀ

Íåõàé A ⊂ R i òî÷êà x0 ∈ A òàêi, ùî äëÿ äåÿêîãî δ > 0 : (x0 − δ, x0 +
δ) ⊂ A. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : A→ R.

Ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
,

ÿêùî òàêà ãðàíèöÿ iñíó¹.
Ïîçíà÷à¹òüñÿ ïîõiäíà îäíèì iç ñèìâîëiâ

df(x0)

dx
, f ′(x0), ḟ(x0).

Òàêèì ÷èíîì, f ′(x0) := lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0 .

ßêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ A iñíó¹ f ′(x), òî ôóíêöiÿ A 3 x 7→ f ′(x) íàçè-
âà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi A. Îïåðàöiÿ îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨
íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiþâàííÿì.

Íåõàé äëÿ äåÿêîãî δ > 0 : (x0 − δ, x0) ⊂ A, f : A→ R. Ñêií÷åííà
ãðàíèöÿ

lim
x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0
,

ÿêùî âîíà iñíó¹, íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ çëiâà ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì

f ′−(x0) := lim
x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Íåõàé äëÿ äåÿêîãî δ > 0 : (x0, x0 + δ) ⊂ A, f : A→ R. Ñêií÷åííà
ãðàíèöÿ

lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0
,

ÿêùî âîíà iñíó¹, íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ñïðàâà ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 i ïî-
çíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì

f ′+(x0) := lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Ïðàâèëà îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ
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1) Òåîðåìà ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨. Íåõàé ôóíêöi¨ f : A → R i g :
A→ R ìàþòü ïîõiäíó â òî÷öi x0 ∈ A. Òîäi:
à) ∀ c∈R ôóíêöiÿ cf ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0 i

(cf)′(x0) = cf ′(x0);
á) ôóíêöiÿ f + g ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0 i

(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0);
â) ôóíêöiÿ f · g ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0 i

(f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0);

ã) ïðè äîäàòêîâîìó ïðèïóùåííi g(x0) 6= 0 ôóíêöiÿ fg ìà¹ ïîõiäíó
â òî÷öi x0 i(

f
g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g
′(x0)

g2(x0)
.

2) Äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨ (ëàíöþãîâå ïðàâèëî). Íå-
õàé ôóíêöiÿ f : A → R, f(A) ⊂ B, g : B → R. Ïðèïóñòèìî, ùî
ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0 ∈ A, ôóíêöiÿ g ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi
y0 = f(x0). Òîäi ñêëàäíà ôóíêöiÿ h = g(f) : A→ R ìà¹ ïîõiäíó â
òî÷öi x0 i

h′(x0) = (g(f))′(x0) = g′(y0) · f ′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0).

3) Äèôåðåíöiþâàííÿ îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé ôóíêöiÿ f : (a, b)→
R, −∞ ≤ a < b ≤ +∞, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
à) f ∈ C((a, b));
á) f ñòðîãî ìîíîòîííà íà (a, b);
â) ó òî÷öi x0 ∈ (a, b) ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîõiäíó f ′(x0) 6= 0.

Òîäi íà (c, d) = f((a, b)) iñíó¹ îáåðíåíà ôóíêöiÿ g = f−1 : (c, d)→
(a, b), ÿêà ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi y0 = f(x0) i

g′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

f ′(g(y0))
.

4) Äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöi¨, çàäàíî¨ ïàðàìåòðè÷íî. Íåõàé ôóí-
êöi¨ ϕ : (a, b) → R, ψ : (a, b) → R ìàþòü íåïåðåðâíó ïîõiäíó
íà (a, b). ßêùî â òî÷öi t0 ∈ (a, b) ïîõiäíà ϕ′(t0) 6= 0, òî ñèñòåìà
ðiâíÿíü {

x = ϕ(t)

y = ψ(t),
t ∈ (a, b),
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ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè t0 âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ y = y(x), ÿêà ó òî÷öi
x0 = ϕ(t0) ìà¹ ïîõiäíó

y′(x0) =
ψ′(t0)

ϕ′(t0)
.

5) Òàáëèöÿ ïîõiäíèõ

à) f(x) = c, x ∈ R. f ′(x) = c′ = 0, x ∈ R.
á) ∀α ∈ R : (xα)′ = αxα−1, x > 0;
∀n ∈ N : (xn)′ = nxn−1, x ∈ R.

â) ∀ a > 0 : (ax)′ = ax ln a, x ∈ R;
(ex)′ = ex, x ∈ R.

ã) (sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx, x ∈ R.
ä) (tg x)′ = 1

cos2 x
, x 6= π

2 + nπ, n ∈ Z;

(ctg x)′ = − 1
sin2 x

, x 6= nπ, n ∈ Z.

å) ∀ a > 0, a 6= 1 : (loga x)′ = 1
x ln a

, x > 0;

(lnx)′ = 1
x, x > 0.

æ) (arcsinx)′ = 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1);

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1);

(arctg x)′ = 1
1 + x2

, x ∈ R;

(arcctg x)′ = − 1
1 + x2

, x ∈ R.

Íåõàé f : (a, b) → R, x0 ∈ (a, b). Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
P0 = (x0, f(x0)) i òî÷êó P (x) = (x, f(x)), x ∈ (a, b)\{x0}, íàçèâà¹òüñÿ
ñi÷íîþ. Ïîëîæåííÿ ñi÷íî¨ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êîþ P0 i êóòîì ¨¨

íàõèëó α(x) ∈
(
−π

2
,
π

2

)
, äîäàòíèé íàïðÿìîê âiäëiêó ÿêîãî âèáèðà¹òüñÿ

âiä äîäàòíîãî íàïðÿìêó îñi àáñöèñ ïðîòè ðóõó ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.
Òàíãåíñ öüîãî êóòà äîðiâíþ¹

tgα(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0

(
α(x) ∈

(
−π

2
,
π

2

))
.

ßêùî x íàáëèæàòè äî x0, òî äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f òî÷êà P (x) áóäå
íàáëèæàòèñÿ äî òî÷êè P0 ïî ãðàôiêó. Ïðè öüîìó ìîæå ñòàòèñÿ, ùî ñi÷íà
íàáëèæà¹òüñÿ äî äåÿêîãî ãðàíè÷íîãî ïîëîæåííÿ, òî÷íiøå α(x) → α0, x →
x0. Ó òàêîìó âèïàäêó ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó P0 i óòâîðþ¹ êóò
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α0 ç äîäàòíèì íàïðÿìêîì îñi àáñöèñ, íàçèâà¹òüñÿ äîòè÷íîþ äî ãðàôiêà
ôóíêöi¨ f ó òî÷öi P0. Äîòè÷íà ó òî÷öi P0 ìîæå íå iñíóâàòè. Äîòè÷íà äî

ãðàôiêà ôóíêöi¨ f ç êóòîì íàõèëó α0 ∈
(
−π2 ,

π
2

)
iñíó¹ òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè iñíó¹ f ′(x0), ïðè öüîìó

tgα0 = f ′(x0).

Ãðàôiê ôóíêöi¨ f ìà¹ ó òî÷öi P0 âåðòèêàëüíó äîòè÷íó
(
α0 = π

2 , α0 = −π2
)

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

f(x)− f(x0)

x− x0
→ +∞ (−∞), x→ x0.

Ó öüîìó âèïàäêó iíîäi ãîâîðÿòü ïðî íåñêií÷åííó ïîõiäíó ôóíêöi¨ i çàïèñó-
þòü

f ′(x0) = +∞ (−∞).

Ïðèêëàä 1. Âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ, çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨ f(x) = 5
√
x

ó òî÷öi x0 = 1.
d Êîðèñòóþ÷èñü âèçíà÷íîþ ãðàíèöåþ, çíàõîäèìî

f ′(1) = lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

5
√
x− 1

x− 1
= lim

x→1

(1 + (x− 1))
1
5 − 1

x− 1
=

1

5
.
c

Ïðèêëàä 2. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(x) = | sinx|, x ∈ R, íå ìà¹
ïîõiäíî¨ ó òî÷öi x0 = 0.
d Îñêiëüêè

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

sinx

x
= 1,

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

− sinx

x
= −1,

òî ãðàíèöÿ lim
x→0

f(x)− f(0)
x− 0 íå iñíó¹. c

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨ y = arcsin 1
x, |x| > 1.

d Çà ïðàâèëîì äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨

y′ = arcsin′
1

x
·
(

1

x

)′
=

1√
1−

(
1
x

)2 · −1

x2
= − 1

|x|
√
x2 − 1

, |x| > 1.
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c

Ïðèêëàä 4. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨ f(x) = xx, x > 0.
dÔóíêöiþ f ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi f(x) = ex lnx, x > 0. Çà ïðàâèëîì
äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨

f ′(x) = ex lnx · (x lnx)′ = xx(lnx+ 1), x > 0.
c

Ïðèêëàä 5. Îòðèìàòè ôîðìóëó äëÿ ñóìè

Pn(x) = 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1, x ∈ R, n ∈ N.

d Ïðè x = 1 çà ôîðìóëîþ äëÿ ñóìè àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨

Pn(1) = 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
, n ∈ N.

Ïðè x 6= 1 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

fn(x) = x+ x2 + . . .+ xn =
xn+1 − x
x− 1

, n ∈ N.

Çàóâàæèìî òåïåð, ùî

Pn(x) = f ′n(x) =
((n+ 1)xn − 1)(x− 1)− (xn+1 − x)

(x− 1)2
=

=
nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(x− 1)2
, x 6= 1, n ∈ N.

c
Ïðèêëàä 6. Çíàéòè ïîõiäíó ôóíêöi¨, çàäàíî¨ ïàðàìåòðè÷íî ðiâíÿííÿìè

x = a cos t, y = a sin t, t ∈ (0, π).

d Çà ôîðìóëîþ y′x =
y′t
x′t

îòðèìó¹ìî y′x = − ctg t, t ∈ (0, π). c

Ïðèêëàä 7. Çíàéòè y′x, ÿêùî r = aϕ (ñïiðàëü Àðõiìåäà) â ïîëÿðíèõ
êîîðäèíàòàõ.
d Âèêîðèñòîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè i ïðÿìîêóòíèìè
äåêàðòîâèìè, ìà¹ìî

x = r cosϕ = aϕ cosϕ, y = r sinϕ = aϕ sinϕ.
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Çà ôîðìóëîþ y′x =
y′ϕ
x′ϕ

çíàõîäèìî

y′x =
sinϕ+ ϕ cosϕ

cosϕ− ϕ sinϕ
.

c
Ïðèêëàä 8. Ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ y3 + 3y = x âèçíà÷à¹ ¹äèíó ôóíê-

öiþ y = y(x), x ∈ R, i çíàéòè ¨¨ ïîõiäíó.
d Ôóíêöiÿ x(y) = y3 + 3y, y ∈ R, ñòðîãî çðîñòà¹ íà R i ìà¹ ïîõiäíó
x′(y) = = 3(y2 + 1) > 0, y ∈ R. Òîìó iñíó¹ îáåðíåíà ôóíêöiÿ i çà

òåîðåìîþ ïðî ïîõiäíó îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ y′(x) = 1
3(y2 + 1)

. c

Ïðèêëàä 9. Çíàéòè ïîõiäíó y′(x) ôóíêöi¨ y(x), çàäàíî¨ íåÿâíî ðiâíÿ-

ííÿì arctg
y
x = ln

√
x2 + y2.

d Íåõàé y(x), x ∈ (a, b), � òàêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ, ùî ìà¹ ïîõiäíó. Òîäi
ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òîòîæíiñòü

arctg
y(x)

x
= ln

√
x2 + (y(x))2, x 6= 0.

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî öþ òîòîæíiñòü

1

1 + y2

x2

y′x− y
x2

=
1√

x2 + y2
x+ yy′√
x2 + y2

.

Çâiäñè

y′ =
x+ y

x− y
, x 6= y, x 6= 0.

c
Ïðèêëàä 10. Çíàéòè äîòè÷íó äî ôóíêöi¨ f(x) = 3x3 − x+ 1 â òî÷öi

x = 2.
d Çíàõîäèìî ïîõiäíó f ′(x) = 9x2 − 1. Çîêðåìà, f ′(2) = 35, f(2) = 23.
Òîìó äîòè÷íà ìà¹ ðiâíÿííÿ y = 35(x− 2) + 23, òîáòî y = 35x− 47. c

Ïðèêëàä 11. Çíàéòè àáñöèñè òî÷îê ãðàôiêà ôóíêöi¨ f(x) = x3, äîòè-
÷íi â ÿêèõ íàõèëåíi äî îñi àáñöèñ ïiä êóòîì 45◦.
d Òàíãåíñ êóòà íàõèëó ðiðíèé tgπ/4 = 1, òîìó ïîõiäíà çàäàíî¨ ôóíêöi¨
â øóêàíèõ òî÷êàõ òàêîæ ðiâíà 1. Îñêiëüêè f ′(x) = 3x2, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ
3x2 = 1. Çâiäñè x = ± 1√

3
. c
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Ïðèêëàä 12. Çíàéòè êóò, ïiä ÿêèì ïåðåòèíàþòüñÿ ãðàôiêè ôóíêöié
f(x) = x2−1 i g(x) = 2−3x2, òîáòî êóò ìiæ äîòè÷íèìè äî öèõ ãðàôiêiâ
â òî÷öi ïåðåòèíó.
d Ïðèðiâíÿ¹ìî öi ôóíêöi¨, ùîá çíàéòè òî÷êè ïåðåòèíó: f(x) = g(x) ⇔
x2−1 = 2−3x2, çâiäêè x = ±1. Ïîõiäíi, ùî ðiâíi òàíãåíñàì êóòiâ íàõèëó
f ′(x) = 2x = tg φ, g′(x) = −6x = tgψ. Êóò ìiæ ãðàôiêàìè ðiâíèé
α = φ − ψ, éîãî òàíãåíñ ç âèêîðèñòàííÿì òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôîðìóë
tg(φ − ψ) = tg φ−tgψ

1+tg φ·tgψ = 8x
1−12x2 . Â òî÷öi 1 ìà¹ìî tg(α) = − 8

11 , α =

− arctg 8
11 , â òî÷öi -1 âiäïîâiäíî α = − arctg 8

11 . c
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ÐÎÇÄIË 11

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÏÎÕIÄÍÎ�

Íåõàé A ⊂ R, äëÿ äåÿêîãî δ > 0 : (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ A.
Ôóíêöiÿ f : A → R íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi x0, ÿêùî

äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà L

f(x) = f(x0) + L · (x− x0) + o(x− x0), x→ x0,

ïðè öüîìó ëiíiéíà ôóíêöiÿ

y = L · (x− x0), x ∈ R,

íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëîì ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0.
Ïîçíà÷åííÿ: x− x0 =: dx, L · (x− x0) = Ldx =: df(x0).
Äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 ¹ ãîëîâíà ÷àñòèíà (ëiíiéíà âiäíîñíî

x− x0) ïðèðîñòó ôóíêöi¨ f(x)− f(x0) âiäíîñíî øêàëè ïîðiâíÿííÿ {(x−
x0)

α : α > 0}, x→ x0.
Ôóíêöiÿ f äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè â òî÷öi

x0 iñíó¹ ïîõiäíà f ′(x0). Ïðè öüîìó L = f ′(x0). Òàêèì ÷èíîì,

df(x0) = f ′(x0) dx.

Òåîðåìà 1 (ðîçêðèòòÿ íåâèçíà÷åíîñòi
(

0
0

)
). Ïðèïóñòèìî, ùî ôóí-

êöi¨ f : (a, b)→ R, g : (a, b)→ R çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

1) lim
x→b−

f(x) = 0, lim
x→b−

g(x) = 0;

2) ∀x ∈ (a, b)∃ f ′(x), ∃ g′(x);
3) ∀x ∈ (a, b) : g′(x) 6= 0;

4) iñíó¹ lim
x→b−

f ′(x)
g′(x)

= L ∈ R ∪ {−∞,+∞}.

Òîäi iñíó¹ lim
x→b−

f(x)
g(x)

= L.

Òåîðåìà 1 ìà¹ ìiñöå äëÿ b = +∞, à ¨¨ àíàëîã iç ïðàâîñòîðîííüîþ
ãðàíèöåþ ìà¹ ìiñöå äëÿ a ∈ R ∪ {−∞}.

Òåîðåìà 2 (ðîçêðèòòÿ íåâèçíà÷åíîñòi
(∞
∞
)
). Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨

f : (a, b)→ R, g : (a, b)→ R çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
1) lim

x→b−
g(x) =∞; 2) ∀x ∈ (a, b)∃ f ′(x), ∃ g′(x);
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3) ∀x ∈ (a, b) : g′(x) 6= 0;

4) iñíó¹ lim
x→b−

f ′(x)
g′(x)

= L ∈ R ∪ {−∞,+∞}.

Òîäi iñíó¹ lim
x→b−

f(x)
g(x)

= L.

Òåîðåìà 2 ìà¹ ìiñöå äëÿ b = +∞, à ¨¨ àíàëîã iç ïðàâîñòîðîííüîþ
ãðàíèöåþ ìà¹ ìiñöå äëÿ a ∈ R ∪ {−∞}.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ f(x) = xex.
d Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì äèôåðåíöiàëà, df(x) = f ′(x) dx. Òîìó

d(xex) = (1 + x)ex dx.
c

Ïðèêëàä 2. Çàìiíþþ÷è ïðèðiñò ôóíêöi¨ äèôåðåíöiàëîì, çíàéòè íàáëè-
æåíå çíà÷åííÿ 3

√
1, 02.

d Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ y = 3
√
x. Ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x = 1 äîðiâ-

íþ¹ y′(1) = 1
3 . Îñêiëüêè ∆x = 0, 02, òî

3
√

1 + ∆x ≈ 3
√

1 +
1

3
∆x = 1 +

0, 02

3
= 1, 0066 . . .

c
Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ãðàíèöþ

lim
x→0

sinx− x
x3

.

d Ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü òèïó
(

0
0

)
. Çàñòîñîâó¹ìî òåîðåìó 1, ïîêè çáåði-

ãà¹òüñÿ öÿ íåâèçíà÷åíiñòü i ãðàíèöÿ íå ðàõóâàòèìåòüñÿ iíøèìè ìåòîäàìè
(öå ìîæëèâî, ÿêùî êiíöåâà ãðàíèöÿ iñíó¹):

lim
x→0

sinx− x
x3

= lim
x→0

cosx− 1

3x2
= lim

x→0

− sinx

6x
= −1

6
.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ òàáëè÷íî¨ ãðàíèöi. c
Ïðèêëàä 4. Çíàéòè ãðàíèöþ

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
.

d Îñêiëüêè

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx
,
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ìà¹ìî íåâèçíà÷åíiñòü òèïó
(

0
0

)
. Äâi÷i çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 1, îäåðæó¹-

ìî, ùî

lim
x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx
= lim

x→1

(x− 1− lnx)′

((x− 1) lnx)′
= lim

x→1

1− 1
x

lnx+ x−1
x

= lim
x→1

x− 1

x lnx+ x− 1
=

= lim
x→1

(x− 1)′

(x lnx+ x− 1)′
= lim

x→1

1

lnx+ 2
=

1

2
.

Îòæå,

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
=

1

2
.

c
Ïðèêëàä 5. Çíàéòè ãðàíèöþ

lim
x→0

x−4e−
1
x2 .

d ßêùî ôóíêöiþ çàïèñàòè ó âèãëÿäi äðîáó: lim
x→0

e
− 1
x2

x4
, òî çàñòîñóâàííÿ

ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ ïðèçâåäå äî óñêëàäíåííÿ ãðàíèöi. Çàïèøåìî ïî-iíøîìó:
lim
x→0

x−4

e
1
x2
. Äâi÷i çàñòîñó¹ìî ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ, ñïðîñòèâøè ðåçóëüòàò ïåð-

øîãî çàñòîñóâàííÿ:

lim
x→0

x−4

e
1
x2

= lim
x→0

−4x−5

−2x−3e−
1
x2

= lim
x→0

2x−2

e−
1
x2

=

= lim
x→0

−2x−3

−2x−3e−
1
x2

= lim
x→0

e−
1
x2 = 0.

c
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ÐÎÇÄIË 12
ÏÎÕIÄÍI ÑÒÀÐØÈÕ ÏÎÐßÄÊIÂ

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ f : (a, b) → R äëÿ âñiõ x ∈ (a, b) iñíó¹
f ′(x). Òîäi ìîæíà âèçíà÷èòè ôóíêöiþ g : (a, b)→ R ôîðìóëîþ

g(x) = f ′(x), x ∈ (a, b).

ßêùî â òî÷öi x0 ∈ (a, b) iñíó¹ ïîõiäíà g′(x0) ôóíêöi¨ g, òî öÿ ïîõiäíà
íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 i ïîçíà÷à¹òüñÿ
îäíèì iç ñèìâîëiâ

f ′′(x0),
d2f(x0)

dx2
.

Ïîõiäíà ïîðÿäêó n ≥ 2 ôóíêöi¨ f âèçíà÷à¹òüñÿ iíäóêòèâíî ÿê ïîõiäíà
ïîõiäíî¨ ïîðÿäêó n− 1, ÿêùî âîíà iñíó¹. Ïîçíà÷åííÿ:

f (n),
dnf

dxn
.

Òàêèì ÷èíîì,

f (n)(x0) := (f (n−1))′(x0) =
d

dx

(
dn−1f

dxn−1

)
(x0).

Òàáëèöÿ îñíîâíèõ ãðàíèöü
1) Íåõàé a > 0. Òîäi ∀n ∈ N ∀x ∈ R : (ax)(n) = ax(ln a)n. Çîêðåìà,

(ex)(n) = ex.

2) ∀n ∈ N ∀x ∈ R : (sinx)(n) = sin
(
x+ πn

2

)
,

(cosx)(n) = cos
(
x+ πn

2

)
.

3) ∀α ∈ R ∀n ∈ N ∀x > 0 : (xα)(n) = α(α−1) . . . (α−n+1)xα−n,

∀α ∈ N ∀n > α ∀x ∈ R : (xα)(n) = 0.

4) ∀n ∈ N ∀x > 0 : (lnx)(n) =
(−1)n−1(n− 1)!

xn .

Òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ ÷àñòèííèé âèïàäîê ôîðìóëè äèôåðåíöiþâàííÿ
ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨:

(f(kx+ b))(n) = f (n)(kx+ b) · kn, n∈ N,
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òà äåÿêi ôîðìóëè äëÿ àðèôìåòè÷íèõ äié:

(cf(x))(n) = cf (n)(x),

(f + g)(n)(x) = f (n)(x) + g(n)(x),

ÿêùî ïîõiäíi â ïðàâié ÷àñòèíi iñíóþòü. Ïðîñòèõ ôîðìóë äëÿ ñòàðøèõ ïîõi-
äíèõ âiäíîøåííÿ òà ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íåìà¹. Ïðàâèëî
äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó âèãëÿäà¹ òàê:
Ôîðìóëà Ëåéáíiöà. Íåõàé f, g ∈ C(n)((a, b)) äëÿ äåÿêîãî n ∈ N. Òîäi
f · g ∈ C(n)((a, b)) i

∀x ∈ (a, b) : (fg)(n)(x) =

n∑
k=0

Cknf
(k)(x)g(n−k)(x), äå f (0) := f, g(0) := g.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(n)(A) ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié, ùî ìàþòü ïîõiäíó ïî-
ðÿäêó n ∈ N íà ìíîæèíi A, ïðè÷îìó öÿ ïîõiäíà ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

C(0)(A) := C(A), C(∞)(A) :=
∞
∩
n=0

C(n)(A).

Ïðèêëàä 1. Íåõàé f(x) = sin(3x+1)−x10+45x+1. Çíàéòè f (50)(x).
d Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëè÷íi ïîõiäíi òà ÷àñòèííèé âèïàäîê ñêëàäíî¨ ôóí-
êöi¨, îòðèìà¹ìî:

f (50)(x) = 350 sin((3x+ 1) + (50π)/2) + 45x+1 ln50 4 · 550.

Òóò âðàõîâàíî, ùî îäèíàäöÿòà i íàñòóïíi ïîõiäíi âiä x10 íóëüîâi. Âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ôîðìóëè çâåäåííÿ, ñïðîñòèìî âèðàç:

f (50)(x) = −350 sin(3x+ 1) + 45x+1 ln50 4 · 550.

c

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè y(n), n ≥ 1, ÿêùî y = x2e3x.
d Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Ëåéáíiöà

(x2e3x)(n) =

n∑
k=0

Ckn(x2)(k)(e3x)(n−k) =

= x2(e3x)(n) + 2nx(e3x)(n−1) + n(n− 1)(e3x)(n−2) =

= 3nx2e3x + 2nx3n−1e3x + n(n− 1)3n−2e3x =

= 3n−2e3x(9x2 + 6nx+ n(n− 1)), x ∈ R, n ≥ 1.
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c

Ïðèêëàä 3. Íåõàé ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîõiäíi äî òðåòüîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî.
Çíàéòè y′′ i y′′′, ÿêùî y = f(x2).
d Îá÷èñëþ¹ìî ïîñëiäîâíî ïîõiäíi

y′ = 2xf ′(x2);
y′′ = (2xf ′(x2))′ = 2f ′(x2) + 4x2f ′′(x2);
y′′′ = 2(f ′(x2)+2x2f ′′(x2))′ = 4xf ′′(x2)+8xf ′′(x2)+8x3f ′′′(x2) =

= 4x(3f ′′(x2) + 2x2f ′′′(x2)). c
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ÐÎÇÄIË 13

ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÔÓÍÊÖIÉ ÇÀ ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ ÏÎÕIÄÍÈÕ

Ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨ ¹ åôåêòèâíèì iíñòðóìåíòîì äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ôóíêöi¨.

Ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨

Íåõàé −∞ ≤ a < b ≤ +∞, f : (a, b) → R. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f
ìà¹ ïîõiäíó íà (a, b).

Êðèòåðié ìîíîòîííîñòi. f ìîíîòîííî íå ñïàäà¹ (íå çðîñòà¹) íà (a, b) ⇐⇒
∀x ∈ (a, b) : f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0).

Êðèòåðié ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi. f ñòðîãî çðîñòà¹ (ñïàäà¹) íà (a, b) ⇐⇒

1) ∀x ∈ (a, b) : f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0);
2) ∀ (α, β) ⊂ (a, b) ∃x ∈ (α, β) : f ′(x) 6= 0.

Ëîêàëüíi åêñòðåìóìè
Íåõàé A ⊂ R, A 6= ∅, f : A→ R.

Îçíà÷åííÿ 1. Òî÷êà x0 ∈ A íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó
(ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó) ôóíêöi¨ f, ÿêùî

1) ∃ δ > 0 : (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ A;
2) ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) : f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)).

Çà óìîâè 1) òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó
(ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó) ôóíêöi¨ f, ÿêùî
∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0} : f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)).

Òî÷êè ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ i ìàêñèìóìiâ íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíèõ
åêñòðåìóìiâ.

Òåîðåìà (íåîáõiäíi óìîâè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó). Íåõàé òî÷êà
x0 ∈ A ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó. ßêùî ó òî÷öi x0 ôóíêöiÿ f
ìà¹ ïîõiäíó, òî f ′(x0) = 0.

Òî÷êè, ó ÿêèõ ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëþ, íàçèâàþòüñÿ êðèòè÷íèìè àáî
ñòàöiîíàðíèìè òî÷êàìè ôóíêöi¨.

Ãîâîðÿòü, ùî ôóíêöiÿ f çáåðiãà¹ çíàê ëiâîðó÷ âiä òî÷êè x0, ÿêùî
∃ δ > 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ⊂ A : f(x) > 0, àáî
∃ δ > 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0) ⊂ A : f(x) < 0.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çìiñò òâåðäæåííÿ "ôóíêöiÿ f çáåðiãà¹ çíàê ïðà-
âîðó÷ âiä òî÷êè x0".
Òåîðåìà 1 (äîñòàòíi óìîâè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó). Íåõàé ôóíêöiÿ
f : A→ R çàäîâîëüíÿ¹ îäíó ç óìîâ
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1) ∃ δ > 0 ∀x ∈ (x0− δ, x0 + δ) ⊂ A iñíó¹ f ′(x), ïðè÷îìó f ′(x0) = 0
i ïîõiäíà f ′ çáåðiãà¹ çíàê ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷ âiä òî÷êè x0;

2) f ∈ C(A) i ∃ δ > 0 : (x0− δ, x0 + δ) ⊂ A i ∀x ∈ (x0− δ, x0 + δ)\
{x0} iñíó¹ f ′(x), ïðè÷îìó ïîõiäíà f ′ çáåðiãà¹ çíàê ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷
âiä òî÷êè x0.

ßêùî çíàêè ïîõiäíî¨ ó ëiâîìó i ïðàâîìó ïiâîêîëàõ òî÷êè x0 ðiçíi, òî öÿ
òî÷êà ¹ òî÷êîþ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó (ÿêùî çëiâà çíàê ìiíóñ,
ñïðàâà ïëþñ � ñòðîãèé ëîêàëüíèé ìiíiìóì, ÿêùî íàâïàêè � ñòðîãèé ëî-
êàëüíèé ìàêñèìóì), ÿêùî îäíàêîâi � òî òî÷êà x0 íå ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî
åêñòðåìóìó.
Òåîðåìà 2 (äîñòàòíi óìîâè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó). Íåõàé ôóíêöiÿ
f : A→ R, m ∈ N, m ≥ 2, x0 ∈ A. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi óìîâè

1) ∃ δ > 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ A∃ f (m−1)(x);

2) ∃ f (m)(x0);

3) f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (m−1)(x0) = 0, f (m)(x0) 6= 0.

Òîäi ÿêùî m = 2k, k ∈ N, òî òî÷êà x0 ¹ òî÷êîþ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìó ïðè f (m)(x0) < 0 i òî÷êîþ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó ïðè
f (m)(x0) > 0. ßêùî m = 2k + 1, k ∈ N, òî òî÷êà x0 íå ¹ òî÷êîþ
ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó.

Îïóêëiñòü

Íåõàé −∞ ≤ a < b ≤ +∞, f : (a, b)→ R.

Îçíà÷åííÿ 2.Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ âíèç (ñòðîãî îïóêëîþ âíèç)
íà (a, b), ÿêùî

∀x1, x2 ∈ (a, b)∀α ∈ [0, 1] : f(αx1+(1−α)x2) ≤ αf(x1)+(1−α)f(x2)

(∀x1, x2 ∈ (a, b), x1 6= x2, ∀α ∈ (0, 1) :

f(αx1 + (1− α)x2) < αf(x1) + (1− α)f(x2)).

Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ âãîðó (ñòðîãî îïóêëîþ âãîðó) íà (a, b),
ÿêùî ôóíêöiÿ (−f) îïóêëà âíèç (ñòðîãî îïóêëà âíèç).
Êðèòåðié îïóêëîñòi â òåðìiíàõ ïåðøî¨ ïîõiäíî¨. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ
âñiõ x ∈ (a, b) iñíó¹ ïîõiäíà f ′(x). Ôóíêöiÿ f îïóêëà âíèç (ñòðîãî îïóêëà
âíèç) íà (a, b) ⇐⇒ f ′ ìîíîòîííî íå ñïàäà¹ (ñòðîãî çðîñòà¹) íà (a, b).

Êðèòåðié îïóêëîñòi â òåðìiíàõ äðóãî¨ ïîõiäíî¨. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ
âñiõ x ∈ (a, b) iñíó¹ ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó f ′′(x).
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Ôóíêöiÿ f îïóêëà âíèç íà (a, b) ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) : f ′′(x) ≥ 0.
Ôóíêöiÿ f ñòðîãî îïóêëà âíèç íà (a, b) ⇐⇒

⇐⇒ 1) ∀x ∈ (a, b) : f ′′(x) ≥ 0;
2) ∀ (α, β) ⊂ (a, b) ∃x ∈ (α, β) : f ′′(x) 6= 0.

Òî÷êè ïåðåãèíó
Íåõàé A ⊂ R, x0 ∈ A.

Îçíà÷åííÿ 3. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ïåðåãèíó ãðàôiêà ôóíêöi¨
f : A → R, ÿêùî f íåïåðåðâíà ó òî÷öi x0 òà iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî
(x0 − δ, x0 + δ) ⊂ A i íà êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ (x0 − δ, x0) i (x0, x0 + δ)
ôóíêöiÿ f îïóêëà, ïðè÷îìó íàïðÿìêè îïóêëîñòi ðiçíi.
Òåîðåìà (íåîáõiäíi óìîâè òî÷êè ïåðåãèíó). Íåõàé x0 � òî÷êà ïåðåãèíó
ãðàôiêà ôóíêöi¨ f, ó äåÿêîìó îêîëi ÿêî¨ iñíó¹ ïåðøà ïîõiäíà ôóíêöi¨. ßêùî
iñíó¹ f ′′(x0), òî f ′′(x0) = 0.

Òåîðåìà (äîñòàòíi óìîâè òî÷êè ïåðåãèíó). Íåõàé f : A→ R, x0 ∈ A
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

1) ∃ δ > 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ A ∃ f ′′(x);
2) f ′′(x0) = 0;
3) f ′′ çáåðiãà¹ çíàê ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷ âiä òî÷êè x0.

ßêùî çíàêè äðóãî¨ ïîõiäíî¨ f ′′ ó ëiâîìó i ïðàâîìó ïiâîêîëàõ òî÷êè x0 ðiçíi,
òî öÿ òî÷êà ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó, ÿêùî îäíàêîâi � òî òî÷êà x0 íå ¹ òî÷êîþ
ïåðåãèíó.

Àñèìïòîòè
Íåõàé A ⊂ R, f : A → R, a � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè A, a ∈ R∪

∪{−∞,+∞}.
Îçíà÷åííÿ 4. Ïðÿìà x = a íàçèâà¹òüñÿ âåðòèêàëüíîþ àñèìïòîòîþ ãðà-
ôiêà ôóíêöi¨ f, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi îäíå iç ñïiââiäíîøåíü

lim
x→a−

f(x) = +∞ (−∞,∞), lim
x→a+

f(x) = +∞ (−∞,∞).

Íåõàé +∞ (−∞) ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A.
Îçíà÷åííÿ 5. Ïðÿìà y = kx+ l íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòîþ ãðàôiêà ôóíêöi¨
f ïðè x→ +∞ (−∞), ÿêùî

lim
x→+∞ (−∞)

(f(x)− (kx+ l)) = 0.
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Äëÿ òîãî, ùîá ïðÿìà y = kx + l, x ∈ R, áóëà àñèìïòîòîþ ãðàôiêà
ôóíêöi¨ f ïðè x→ +∞ (−∞), íåîáõiäíî é äîñòàòíüî âèêîíàííÿ ðiâíîñòåé

lim
x→+∞ (−∞)

f(x)

x
= k, lim

x→+∞ (−∞)
(f(x)− kx) = l.

Ïîáóäîâà ãðàôiêà ôóíêöi¨
Äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ çðó÷íî ïðîâîäèòè çà òàêèì ïëàíîì.

1) Çíàéòè ìíîæèíó âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨. Ç'ÿñóâàòè ¨¨ íåïåðåðâíiñòü.
2) Äîñëiäèòè ïàðíiñòü, íåïàðíiñòü, ïåðiîäè÷íiñòü ôóíêöi¨.
3) Çíàéòè êîîðäèíàòè òî÷îê ïåðåòèíó ãðàôiêà ç êîîðäèíàòíèìè îñÿìè;

âñòàíîâèòè çíàê ôóíêöi¨.
4) Äîñëiäèòè iñíóâàííÿ àñèìïòîò.
5) Çíàéòè ïðîìiæêè ìîíîòîííîñòi, ëîêàëüíi åêñòðåìóìè ôóíêöi¨.
6) Äîñëiäèòè îïóêëiñòü ôóíêöi¨, òî÷êè ïåðåãèíó.
7) Âiäçíà÷èòè iíøi ìîæëèâi îñîáëèâîñòi ãðàôiêà.
8) Ïîáóäóâàòè ãðàôiê.

Ïðèêëàä 1. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(x) = x+ arcctg x ñòðîãî çðîñòà¹ íà
R.
d Îñêiëüêè

f ′(x) = (x+ arcctg x)′ = 1− 1

1 + x2
≥ 0, x ∈ R,

ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi ìà¹ ìiñöå ëèøå ïðè x = 0, òî çà êðèòåði¹ì ñòðîãî¨
ìîíîòîííîñòi ôóíêöiÿ f ñòðîãî çðîñòà¹ íà R. c

Ïðèêëàä 2. Íåõàé α � äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ
äîäàòíèõ x ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

xα ≥ 1 + α lnx.

d Äëÿ ôiêñîâàíîãî α > 0 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = xα−1−α lnx, x >
0. Âîíà ìà¹ ïîõiäíó

f ′(x) = αxα−1 − α

x
=
α

x
(xα − 1), x > 0,

ÿêà âiä'¹ìíà íà (0, 1) i äîäàòíà íà (1,+∞). Çà êðèòåði¹ì ìîíîòîííîñòi
ôóíêöiÿ f ñòðîãî ñïàäà¹ íà (0, 1) i ñòðîãî çðîñòà¹ íà (1,+∞). Îñêiëüêè f
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íåïåðåðâíà ó òî÷öi x = 1, òî ó öié òî÷öi âîíà ïðèéìà¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ.
Òîìó

∀x > 0 : f(x) ≥ f(1) = 0. c
Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ïðîìiæêè ìîíîòîííîñòi i òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðå-

ìóìó ôóíêöi¨ y =

√
x

x+ 1 .

d Ôóíêöiÿ y ìà¹ ïîõiäíó

y′(x) =

1
2
√
x
(x+ 1)−

√
x

(x+ 1)2
=

−x+ 1

2
√
x(x+ 1)2

, x > 0.

Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ çíàêà ïîõiäíî¨ i âiäïîâiäíî¨ ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨
çàïèøåìî ó òàáëèöþ.

x (0, 1) 1 (1,+∞)

y′ > 0 0 < 0

y ↗ 1
2 ↘

y(1) = 1
2 ¹ ëîêàëüíèì ìàêñèìóìîì i íàéáiëüøèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ y. c

Ïðèêëàä 4. Äîñëiäèòè îïóêëiñòü i çíàéòè òî÷êè ïåðåãèíó ôóíêöi¨

y = e−
x2

2 .

d Ôóíêöiÿ y ìà¹ äðóãó ïîõiäíó

y′′(x) = e−
x2

2 (x− 1)(x+ 1).

Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ¨¨ çíàêà i âiäïîâiäíî¨ îïóêëîñòi ôóíêöi¨ çàïèøåìî
ó òàáëèöþ.

x (−∞,−1) −1 (−1, 1) 1 (1,+∞)

y′′ > 0 0 < 0 0 > 0

y ^ e−
1
2 _ e−

1
2 ^

Ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êè x = ±1 ôóíêöiÿ çìiíþ¹ íàïðÿìîê îïóêëîñòi i ¹
íåïåðåðâíîþ ó öèõ òî÷êàõ, òîìó x = ±1 � òî÷êè ïåðåãèíó. c

Ïðèêëàä 5. Âèêîíàòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ y = ln(x2 − 1).
dÌíîæèíà âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ¹ ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ íåðiâíîñòi x2−1 > 0,
òîáòîD(y) = (−∞,−1)∪(1,+∞).Ôóíêöiÿ ïàðíà, îñêiëüêè ìíîæèíà âè-
çíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî òî÷êè x = 0 i ∀x ∈ D(y) : y(x) = y(−x).
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Ãðàôiê ôóíêöi¨ ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî îñi îðäèíàò. Íóëi ôóíêöi¨ ¹ ðîçâ'ÿçêè
ðiâíÿííÿ x2 − 1 = 1 ⇐⇒ x = ±

√
2. Ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà ìíîæè-

íi âèçíà÷åííÿ, òîìó âîíà äîäàòíà íà (−∞,−
√

2) ∪ (
√

2,+∞) i âiä'¹ìíà
íà (−

√
2,−1) ∪ (1,

√
2). Îñêiëüêè lim

x→−1−
y(x) = lim

x→1+
y(x) = −∞, òî

ïðÿìi x = −1 òà x = 1 ¹ âåðòèêàëüíèìè àñèìïòîòàìè ãðàôiêà ôóíêöi¨.

Îñêiëüêè lim
x→±∞

y(x)
x = lim

x→±∞
ln(x2−1)

x = 0 òà lim
x→±∞

(y(x) − 0 · x) =

lim
x→±∞

ln(x2 − 1) = +∞, òî àñèìïòîò ãðàôiêà ôóíêöi¨ ïðè x → ±∞
íå iñíó¹. Äîñëiäèìî ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ç äîïîìîãîþ ïîõiäíî¨. y′(x) =

2x
x2 − 1

, x ∈ D(y). Òîìó y′(x) < 0, x ∈ (−∞,−1), y′(x) > 0, x ∈
(1,+∞). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ñòðîãî ñïàäà¹ íà (−∞,−1) i ñòðî-
ãî çðîñòà¹ íà (1,+∞).
Äëÿ âñòàíîâëåííÿ õàðàêòåðó îïóêëîñòi äîñëiäèìî çíàê äðóãî¨ ïîõiäíî¨.

y′′(x) = −2(x2 + 1)
(x2 − 1)2

< 0, x ∈ D(y). Òîìó ôóíêöiÿ ñòðîãî îïóêëà âãîðó

íà êîæíîìó ç ïðîìiæêiâ (−∞,−1), (1,+∞). c

Ïðèêëàä 6. Âèêîíàòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ y =
3x+ |x2 − 4|
|x− 2| .

d Ìíîæèíà âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ D(y) = R \ {2}. Ðîçêðèâøè ìîäóëi, ôóí-
êöiþ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

y(x) =


x2 + 3x− 4

2− x , x ≤ −2,

x2 − 3x− 4
x− 2 , −2 < x < 2,

x2 + 3x− 4
x− 2 , x > 2.

Íóëi ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ y(x) = 0 ⇐⇒ 3x + |x2 − 4| =
0, x ∈ D(y) ⇐⇒ x ∈ {−4,−1}. Ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi
âèçíà÷åííÿ, òîìó âîíà äîäàòíà íà ïðîìiæêàõ (−∞,−4), (−1, 2), (2,+∞)

i âiä'¹ìíà íà (−4,−1). Îñêiëüêè lim
x→2−

y(x) = lim
x→2−

x2−3x−4
x−2 = +∞,

lim
x→2+

y(x) = lim
x→2+

x2+3x−4
x−2 = +∞, òî ïðÿìà x = 2 ¹ âåðòèêàëüíîþ

àñèìïòîòîþ ãðàôiêà ôóíêöi¨. Îñêiëüêè

lim
x→−∞

y(x)

x
= lim

x→−∞

x2 + 3x− 4

(2− x)x
= −1,
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lim
x→−∞

(y(x)− (−1)x) = lim
x→−∞

(
x2 + 3x− 4

2− x
+ x

)
= −5,

òî ïðÿìà y = −x − 5 ¹ àñèìïòîòîþ ãðàôiêà ôóíêöi¨ ïðè x → −∞.
Îñêiëüêè

lim
x→+∞

y(x)

x
= lim

x→+∞

x2 + 3x− 4

(x− 2)x
= 1,

lim
x→+∞

(y(x)− 1 · x) = lim
x→+∞

(
x2 + 3x− 4

x− 2
− x
)

= 5,

òî ïðÿìà y = x + 5 ¹ àñèìïòîòîþ ãðàôiêà ôóíêöi¨ ïðè x → +∞. Äîñëi-
äèìî ìîíîòîííiñòü i ëîêàëüíi åêñòðåìóìè ôóíêöi¨ çà äîïîìîãîþ ïîõiäíî¨

y′(x) =


−x2 + 4x+ 2

(2− x)2
, x < −2,

x2 − 4x+ 10
(x− 2)2

, −2 < x < 2,

x2 − 4x− 2
(x− 2)2

, x > 2.

Ó òî÷öi x = −2 ïîõiäíà íå iñíó¹, îñêiëüêè y′−(−2) = −5
8 6=

11
8 =

y′+(−2). Ðåçóëüòàòè àíàëiçó çðó÷íî ïîäàòè ó òàáëèöi.

x (−∞,−2) −2 (−2, 2) (2, 2 +
√
6) 2 +

√
6 (2 +

√
6,+∞)

y′ < 0 > 0 < 0 0 > 0

y ↘ − 3
2

↗ ↘ 7 + 2
√
6 ↗

Ó òî÷êàõ x = −2 òà x = 2 +
√

6 ôóíêöiÿ ìà¹ ëîêàëüíi ìiíiìóìè, îñêiëüêè
ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç öi òî÷êè íåðåðåðâíîñòi âiäïîâiäíèì ÷èíîì çìiíþ¹òüñÿ
õàðàêòåð ¨¨ ìîíîòîííîñòi. Îïóêëiñòü i òî÷êè ïåðåãèíó ãðàôiêà äîñëiäèìî çà
äîïîìîãîþ ïîõiäíî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó.

y′′(x) =


12

(2− x)3
, x < −2,

12
(2− x)3

, −2 < x < 2,

12
(x− 2)3

, x > 2.

Îñêiëüêè y′′(x) > 0, x ∈ D(y), ôóíêöiÿ ñòðîãî îïóêëà âíèç íà êîæíîìó ç
ïðîìiæêiâ (−∞,−2), (−2, 2), (2,+∞). Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóí-
êöi¨ ó òî÷öi x = −2 i õàðàêòåð ¨¨ ìîíîòîííîñòi ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷ âiä öi¹¨
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òî÷êè, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ñòðîãó îïóêëiñòü ôóíêöi¨ íà ïðîìiæêó
(−∞, 2). c
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