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Âñòóï

Êíèãó íàïèñàíî íà îñíîâi êiëüêîõ âàðiàíòiâ ëåêöiéíî¨ äèñöèïëiíè �Âñòóï
äî àëãåáðè�, ÿêó àâòîð ÷èòàâ íà ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòåòi
Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà. Ìåòà
äèñöèïëiíè � õî÷à á ÷àñòêîâî ëiêâiäóâàòè òi ïðîãàëèíè, ùî ëèøàþòüñÿ
â çàãàëüíié àëãåáðè÷íié îñâiòi ñòóäåíòà ïiñëÿ âèâ÷åííÿ íîðìàòèâíîãî
êóðñó �Àëãåáðà i òåîðiÿ ÷èñåë�, i çàêëàñòè áàçó äëÿ ïîäàëüøîãî áiëüø
ïîãëèáëåíîãî âèâ÷åííÿ îêðåìèõ ðîçäiëiâ àëãåáðè. Çðîçóìiëî, ùî îõîïè-
òè õî÷à á ïî÷àòêîâi îñíîâè âñiõ ðîçäiëiâ ñó÷àñíî¨ àëãåáðè â ïiäðó÷íèêó
òàêîãî îáñÿãó ïðîñòî íåìîæëèâî. Òîìó âèáið ìàòåðiàëó òà àêöåíòiâ ó éî-
ãî âèêëàäi ðîáèâñÿ ÿê ç îãëÿäó íà éîãî âàæëèâiñòü (ùî ¹ äóæå ñóá'¹ê-
òèâíîþ äóìêîþ àâòîðà), òàê i ç îãëÿäó íà íàóêîâi iíòåðåñè êàôåäðè
àëãåáðè òà ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó
iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (ùî ¹ âæå çíà÷íî îá'¹êòèâíiøîþ ïiäñòàâîþ äëÿ
âèáîðó). Çîêðåìà, çà ìåæàìè ïîñiáíèêà ëèøèëèñÿ òàêi âàæëèâi ðîçäiëè
àëãåáðè, ÿê êiëüöÿ òà ìîäóëi íàä íèìè, ãðóïè òà àëãåáðè Ëi, ïðàêòè÷íî
íå ðîçãëÿíóòî òåîðiþ çîáðàæåíü. Îäíàê âèêëàä îñíîâ êîæíîãî ç öèõ
ðîçäiëiâ âèìàãà¹ îêðåìîãî ñïåöiàëüíîãî êóðñó.

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ÷èòà÷ óæå çàñâî¨â ñòàíäàðòíèé íîðìàòèâíèé êóðñ
àëãåáðè. Òîìó åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi îñíîâíèõ àëãåáðè÷íèõ ñòðóêòóð
� ãðóï, êiëåöü, ïîëiâ, âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ � ââàæàþòüñÿ âiäîìèìè i çà-
çâè÷àé âèêîðèñòîâóþòüñÿ áåç ïîñèëàíü. Çàãàëüíîïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ
� ÿê-îò N, Z, Q, R i C äëÿ ìíîæèí íàòóðàëüíèõ, öiëèõ, ðàöiîíàëüíèõ,
äiéñíèõ i êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî, |M | äëÿ ïîòóæíîñòi ìíîæè-
íè M , i ïîäiáíi � âèêîðèñòîâóþòüñÿ áåç ïîÿñíåíü. Ñïèñîê áiëüø-ìåíø
óñòàëåíèõ ïîçíà÷åíü, ÿêi ñòóäåíò íå çîáîâ'ÿçàíèé çíàòè ïiñëÿ ïåðøèõ
äâîõ ðîêiâ íàâ÷àííÿ, íàâîäèòüñÿ â êiíöi êíèãè.

Ñïèñîê ëiòåðàòóðè çîâñiì íå ïðåòåíäó¹ íà ïîâíîòó i ìiñòèòü ëèøå
êiëüêà íàéáiëüø äîñòóïíèõ (ó ïðÿìîìó é ïåðåíîñíîìó çíà÷åííÿõ) êíèã,
ÿêi ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ çíàéîìñòâà ç iíøèìè ïiäõîäàìè äî âèêëà-
äåíîãî ìàòåðiàëó i äëÿ éîãî áiëüø ïîãëèáëåíîãî âèâ÷åííÿ.

Íå÷èñëåííi âïðàâè i çàäà÷i, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ â îñíîâíîìó òåêñòi, ¹
éîãî íåâiä'¹ìíîþ ÷àñòèíîþ. Çîêðåìà, íà íèõ ìîæóòü áóòè ïîñèëàííÿ ó
ïîäàëüøîìó òåêñòi.
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1 Óíiâåðñàëüíi àëãåáðè

1.1 Áàçîâi ïîíÿòòÿ

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé M � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, à n ≥ 0 � öiëå ÷è-
ñëî. n-àðíîþ äi¹þ (àáî n-àðíîþ îïåðàöi¹þ) íà íåïîðîæíié ìíîæèíi
M íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ω : Mn → M n-ãî äåêàðòîâîãî
ñòåïåíÿ Mn ó M . Ïðè n = 1, 2, 3 äiÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäïîâiäíî óíàðíîþ,
áiíàðíîþ, òåðíàðíîþ. Àðíiñòü îïåðàöi¨ ω ïîçíà÷à¹ìî n(ω).

Ïðè n = 1 öå ïðîñòî äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ ìíîæèíè M (òîáòî âiä-
îáðàæåííÿ M ó ñåáå). Îñêiëüêè çðó÷íî ââàæàòè, ùî M0 = {∅}, òî
0-àðíà äiÿ ïðîñòî ôiêñó¹ (âèäiëÿ¹) ó ìíîæèíi M ïåâíèé åëåìåíò. Òîìó
0-àðíi îïåðàöi¨ ùå íàçèâàþòü êîíñòàíòàìè.

Ðåçóëüòàò çàñòîñóâàííÿ n-àðíî¨ äi¨ ω äî åëåìåíòiâ a1, . . . , an ∈ M
áóäåìî çàçâè÷àé ïîçíà÷àòè ÷åðåç ω(a1, . . . , an). Ó âèïàäêó áiíàðíèõ äié
÷àñòî çàìiñòü ω(a1, a2) ïèøóòü a1ωa2.

Iíêîëè áóâà¹ çðó÷íî ðîçãëÿäàòè òàêîæ äi¨ ÷àñòêîâi (òîáòî âèçíà÷åíi
íà ÿêiéñü ïiäìíîæèíi çMn), áàãàòîçíà÷íi (çíà÷åííÿìè ¹ ïiäìíîæèíè ç
M) àáî íåñêií÷åííîàðíi. Îäíàê äàëi äi¨ áóäóòü ðîçóìiòèñÿ ëèøå â ñåíñi
îçíà÷åííÿ 1.1, à ùîäî âèíÿòêiâ ðîáèòèìóòüñÿ ñïåöiàëüíi çàñòåðåæåííÿ.

Îïåðàöi¨ àðíîñòi, áiëüøî¨ íiæ 2, ç'ÿâëÿþòüñÿ â ìàòåìàòèöi íå÷àñòî.
Ïðèêëàäàìè òàêèõ îïåðàöié ¹:

a) òåðíàðíà îïåðàöiÿ çíàõîäæåííÿ ÷åòâåðòî¨ âåðøèíè ïàðàëåëîãðà-
ìà çà òðüîìà âiäîìèìè ïîñëiäîâíèìè âåðøèíàìè A1, A2, A3;

b) n-àðíà îïåðàöiÿ çíàõîäæåííÿ öåíòðà âàãè ñèñòåìè n òî÷îê îäè-
íè÷íî¨ âàãè;

c) òåðíàðíà îïåðàöiÿ (φ,ψ, µ) := φψ−1µ ó ìíîæèíi âñiõ ái¹êöié âè-
ãëÿäó A→ B, äå ìíîæèíè A i B � ôiêñîâàíi.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Óíiâåðñàëüíîþ àëãåáðîþ (àáî ïðîñòî àëãåáðîþ)
⟨A; (ωi)i∈I⟩ íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà A iç çàäàíîþ íà íié ñè-
ñòåìîþ Ω = (ωi)i∈I äié. Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ íîñi¹ì àëãåáðè.
Ìíîæèíà Ω ñèìâîëiâ äié íàçèâà¹òüñÿ ñèãíàòóðîþ àëãåáðè ⟨A;(ωi)i∈I⟩,
à ðîäèíà (ni)i∈I àðíîñòåé äié iç Ω � òèïîì öi¹¨ àëãåáðè.

Àëãåáðà ç íîñi¹ì A i ñèãíàòóðîþ Ω ïîçíà÷à¹òüñÿ ⟨A; Ω⟩. ßêùî ñè-
ãíàòóðà âiäîìà àáî íå ¹ âàæëèâîþ, òî çàìiñòü ⟨A; Ω⟩ ïèøóòü ïðîñòî A.
ßêùî æ òðåáà ïiäêðåñëèòè, ùî éäåòüñÿ íå ïðî íîñiÿ àëãåáðè, à ïðî ñàìó
àëãåáðó (òîáòî íîñié ðàçîì iç îïåðàöiÿìè íà íüîìó), òî ìè âèêîðèñòî-
âóâàòèìåìî êàëiãðàôi÷íèé øðèôò i çàìiñòü A ïèñàòèìåìî A. ×åðåç |A|
ïîçíà÷àòèìåìî ïîðÿäîê àëãåáðè A, òîáòî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A.
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Ïðèêëàäè óíiâåðñàëüíèõ àëãåáð:
1) íàïiâãðóïè (îäíà áiíàðíà îïåðàöiÿ � ìíîæåííÿ);
2) ìîíî¨äè (îäíà áiíàðíà îïåðàöiÿ � ìíîæåííÿ, îäíà êîíñòàíòà �

íåéòðàëüíèé åëåìåíò);
3) ãðóïè (îäíà áiíàðíà îïåðàöiÿ � ìíîæåííÿ, îäíà óíàðíà � âçÿòòÿ

îáåðíåíîãî åëåìåíòà, îäíà êîíñòàíòà � íåéòðàëüíèé åëåìåíò);
4) êiëüöÿ (äâi áiíàðíi îïåðàöi¨ � äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, îäíà êîí-

ñòàíòà � íåéòðàëüíèé åëåìåíò äëÿ äîäàâàííÿ);
5) êiëüöÿ ç 1 (äâi áiíàðíi îïåðàöi¨ � äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, äâi êîí-

ñòàíòè � íåéòðàëüíi åëåìåíòè äëÿ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ);
6) âåêòîðíi ïðîñòîðè (îäíà áiíàðíà îïåðàöiÿ � äîäàâàííÿ âåêòîðiâ,

îäíà êîíñòàíòà � íóëüîâèé âåêòîð 0, i êîæíîìó åëåìåíòó ïîëÿ ñêàëÿðiâ
âiäïîâiäà¹ ñâîÿ óíàðíà îïåðàöiÿ � ìíîæåííÿ âåêòîðiâ íà öåé åëåìåíò).

ßêùî A � óíiâåðñàëüíà àëãåáðà ñèãíàòóðè Ω, òî ìíîæèíó P (A) âñiõ
íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí íîñiÿ A òàêîæ ìîæíà ïåðåòâîðèòè â àëãåáðó
P (A) ñèãíàòóðè Ω, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ îïåðàöi¨ ω àðíîñòi n i äîâiëüíèõ
ìíîæèí A1, . . . , An ïîêëàñòè:

ω(A1, . . . , An) = {ω(a1, . . . , an) | a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}.

P (A) íàçèâà¹òüñÿ ãëîáàëüíîþ íàäàëãåáðîþ àëãåáðè A. Ïîõîäæåííÿ íà-
çâè çðîçóìiëå: ïðè ïðèðîäíîìó îòîòîæíåííi îäíîåëåìåíòíèõ ìíîæèí çi
ñâî¨ìè åëåìåíòàìè P (A) ñïðàâäi ¹ íàäàëãåáðîþ àëãåáðè A.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Ïiäìíîæèíà B ⊆ A àëãåáðè ⟨A; Ω⟩ íàçèâà¹òüñÿ ïiä-
àëãåáðîþ, ÿêùî âîíà çàìêíåíà âiäíîñíî âñiõ îïåðàöié ç Ω. Iíøèìè
ñëîâàìè, äëÿ äîâiëüíèõ ω ∈ Ω i b1, . . . , bn ∈ B, äå n � àðíiñòü äi¨ ω,
ìà¹ áóòè ω(b1, . . . , bn) ∈ B.

Çàóâàæåííÿ. Ïiäàëãåáðà B ìà¹ áóòè çàìêíåíîþ i âiäíîñíî íóëüàð-
íèõ äié, òîáòî âîíà ïîâèííà ìiñòèòè âñi âèäiëåíi åëåìåíòè àëãåáðè A.
Òîìó â àëãåáði ç âèäiëåíèìè åëåìåíòàìè êîæíà ïiäàëãåáðà ¹ íåïîðî-
æíüîþ. ßêùî æ A íå ìiñòèòü âèäiëåíèõ åëåìåíòiâ, òî çðó÷íî ââàæàòè
ïiäàëãåáðîþ i ïîðîæíþ ìíîæèíó.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ðîäèíè ïiäàëãåáð àëãåáðè ⟨A; Ω⟩
òàêîæ áóäå ïiäàëãåáðîþ öi¹¨ àëãåáðè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Bj)j∈J � äîâiëüíà ðîäèíà ïiäàëãåáð àëãåáðè A, à
B =

∩
j∈J Bj . Ïðèïóñòèìî, ùî B ̸= ∅. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi îïåðàöiþ

ω ∈ Ω i b1, . . . , bn ∈ B, äå n = n(ω). Ïîçàÿê êîæíà ç ìíîæèí Bj ¹
ïiäàëãåáðîþ i ìiñòèòü b1, . . . , bn, òî ω(b1, . . . , bn) ∈ Bj äëÿ âñiõ j ∈ J , à

7



òîìó ω(b1, . . . , bn) ∈
∩
j∈J Bj . Îòæå, ìíîæèíà B çàìêíåíà âiäíîñíî âñiõ

îïåðàöié iç Ω.

Íàñëiäîê 1.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè M ⊆ A àëãåáðè ⟨A; Ω⟩ ñåðåä
ïiäàëãåáð, ùî ìiñòÿòü M , iñíó¹ íàéìåíøà.

Äîâåäåííÿ. Ðîäèíà òèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè ⟨A; Ω⟩, ùî ìiñòÿòü M , íå ¹
ïîðîæíüîþ � âîíà ìiñòèòü ïðèíàéìíi ñàìó àëãåáðó ⟨A; Ω⟩. Î÷åâèäíî,
ùî ïåðåòèí óñiõ òàêèõ ïiäàëãåáð i áóäå øóêàíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Íàéìåíøà ñåðåä ïiäàëãåáð, ùî ìiñòÿòü M , ïîçíà÷à-
¹òüñÿ ⟨M⟩ i íàçèâà¹òüñÿ ïiäàëãåáðîþ, ïîðîäæåíîþ ìíîæèíîþ M .
ßêùî ⟨M⟩ = A, òî M íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ òâiðíèõ àëãåáðè A.
Ñèñòåìà òâiðíèõ íàçèâà¹òüñÿ íåçâiäíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêà ¨¨ âëàñíà
ïiäìíîæèíà âæå íå ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ.

ßêùî àëãåáðà ìà¹ ñêií÷åííó ñèñòåìó òâiðíèõ, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ
ñêií÷åííîïîðîäæåíîþ.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà íàäìíîæèíà ñèñòåìè òâiðíèõ ñàìà ¹ ñèñòå-
ìîþ òâiðíèõ. Òîìó àëãåáðà ìîæå ìàòè áàãàòî ñèñòåì òâiðíèõ. Íàâiòü
ÿêùî îáìåæèòèñÿ ëèøå íåçâiäíèìè ñèñòåìàìè, òî ¨õ âñå îäíî ìîæå
áóòè áàãàòî.

Çàäà÷à 1.1. Äîâåäiòü, ùî
a) àëãåáðà ⟨Z; +,−⟩ ìà¹ íåçâiäíi ñèñòåìè òâiðíèõ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åí-

íî¨ ïîòóæíîñòi, àëå íå ìà¹ íåñêií÷åííèõ íåçâiäíèõ ñèñòåì òâiðíèõ;
b) àëãåáðà ⟨N; ·⟩ ìà¹ ¹äèíó íåçâiäíó ñèñòåìó òâiðíèõ, ïðè÷îìó öÿ

ñèñòåìà ¹ íåñêií÷åííîþ.

Àëãåáðè ⟨A; (ωi)i∈I⟩ i ⟨B; (τi)i∈I⟩ íàçèâàþòüñÿ îäíîòèïíèìè (àáî ïî-
äiáíèìè), ÿêùî ìíîæèíè ¨õ îïåðàöié çàíóìåðîâàíi îäíi¹þ é òi¹þ ñàìîþ
ìíîæèíîþ iíäåêñiâ I i ÿêùî âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ ìàþòü îäíó é òó ñàìó
àðíiñòü: n(ωi) = n(τi) äëÿ âñiõ i ∈ I.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ãîìîìîðôiçìîì àëãåáðè ⟨A; (ωi)i∈I⟩ â îäíîòèïíó ç
íåþ àëãåáðó ⟨B; (τi)i∈I⟩ íàçèâà¹òüñÿ òàêå âiäîáðàæåííÿ φ : A → B,
ùî äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ I òà x1, . . . , xn(ωi) ∈ A âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

φ
(
ωi(x1, . . . , xn(ωi))

)
= τi

(
φ(x1), . . . , φ(xn(ωi))

)
.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Òâåðäæåííÿ 1.2. Íåõàé φ : A → B � ãîìîìîðôiçì àëãåáð. Òîäi äëÿ
äîâiëüíî¨ ïiäàëãåáðè A1 ⊆ A ¨¨ ãîìîìîðôíèé îáðàç φ(A1) áóäå ïiäàëãå-
áðîþ àëãåáðè B, à äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäàëãåáðè B1 ⊆ B ¨¨ ïîâíèé ïðîîáðàç
φ−1(B1) áóäå ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè A.
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Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ãîìîìîðôiçìiâ âèãëÿäó φ : A → B i ψ : B → C
ìîæíà âèçíà÷èòè ¨õíié äîáóòîê (ÿê êîìïîçèöiþ âiäîáðàæåíü):

(φ · ψ)(x) := ψ(ϕ(x)).

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî äîáóòîê äâîõ ãîìîìîðôiçìiâ φ : A → B i
ψ : B → C áóäå ãîìîìîðôiçìîì iç A â C. Ïîçàÿê êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü
¹ àñîöiàòèâíîþ, òî àñîöiàòèâíèì áóäå i ìíîæåííÿ ãîìîìîðôiçìiâ.

Îêðåìi êëàñè ãîìîìîðôiçìiâ îòðèìàëè ñïåöiàëüíi íàçâè. Òàê,
ií'¹êòèâíi ãîìîìîðôiçìè íàçèâàþòüñÿ ìîíîìîðôiçìàìè, à ñþð'¹êòèâ-
íi � åïiìîðôiçìàìè. Ãîìîìîðôiçìè, ÿêi îäíî÷àñíî ¹ ií'¹êòèâíèìè òà
ñþð'¹êòèâíèìè, íàçèâàþòüñÿ içîìîðôiçìàìè. Ãîìîìîðôiçì φ : A → A
àëãåáðè â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ åíäîìîðôiçìîì, à içîìîðôiçì íà ñåáå � àâ-
òîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 1.1. Äîâåäiòü, ùî äëÿ ñêií÷åííèõ àëãåáð ïîíÿòòÿ ìîíîìîð-
ôiçìó, åïiìîðôiçìiâ òà içîìîðôiçìó ðiâíîñèëüíi.

Âïðàâà 1.2. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ, îáåðíåíå äî içîìîðôiçìó, i
äîáóòîê äâîõ içîìîðôiçìiâ òàêîæ áóäóòü içîìîðôiçìàìè.

Òåîðiÿ àëãåáðè÷íèõ ñèñòåì (àáî óíiâåðñàëüíèõ àëãåáð) âèâ÷à¹ ïåðå-
âàæíî ëèøå òi âëàñòèâîñòi àëãåáðè÷íèõ ñèñòåì, ÿêi çáåðiãàþòüñÿ ïðè
içîìîðôiçìàõ i ÿêi, òàêèì ÷èíîì, îäíàêîâi â óñiõ içîìîðôíèõ ñèñòå-
ìàõ. Öi âëàñòèâîñòi ÷àñòî íàçèâàþòü àáñòðàêòíèìè âëàñòèâîñòÿìè ñè-
ñòåì. Ââàæà¹òüñÿ, ùî àáñòðàêòíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè � öå âëàñòè-
âîñòi îïåðàöié ñèñòåìè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä ïðèðîäè åëåìåíòiâ, ùî
ñêëàäàþòü ñèñòåìó.

ßêùî M � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, òî ñëîâîì â àëôàâiòi M íàçèâà-
¹òüñÿ äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü v = ai1ai2 . . . aik (k ≥ 0) åëåìåíòiâ iç M .
Çîêðåìà, ïðè k = 0 îäåðæó¹ìî ïóñòå ñëîâî Λ. ×èñëî k íàçèâà¹òüñÿ
äîâæèíîþ ñëîâà v.

Íåõàé òåïåð X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, ÿêà íå ìà¹ ñïiëüíèõ
åëåìåíòiâ iç ñèãíàòóðîþ Ω. Ñåðåä óñiõ ñëiâ â àëôàâiòi X ∪ Ω âèäiëèìî
òàê çâàíi Ω-òåðìè (àáî ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíi ñëîâà):

1) óñi åëåìåíòè ç X i ñèìâîëè àðíîñòi 0 ç Ω ¹ òåðìàìè;
2) ÿêùî ω � ñèìâîë ç Ω àðíîñòi n, à b1, . . . , bn � òåðìè, òî âèðàç

ω(b1, . . . , bn) òàêîæ ¹ òåðìîì;
3) òåðìàìè ¹ òiëüêè òå, ùî ìîæíà îäåðæàòè çà äîïîìîãîþ ïóíê-

òiâ 1 i 2.
Ìíîæèíà âñiõ Ω-òåðìiâ íàä àëôàâiòîì X ïîçíà÷à¹òüñÿ F (Ω, X).

9



Iíêîëè âèêîðèñòîâóþòü òàê çâàíi áåçäóæêîâi ñïîñîáè çàïèñó Ω-òåð-
ìiâ � ïðåôiêñíèé (òîäi ó ï. 2 îçíà÷åííÿ òåðìà âèðàç ω(b1, . . . , bn) òðåáà
çàìiíèòè íà ωb1 . . . bn) àáî ñóôiêñíèé (òîäi ω(b1, . . . , bn) òðåáà çàìiíèòè
íà b1 . . . bnω).

Çàäà÷à 1.2. Íåõàé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðåôiêñíèé áåçäóæêîâèé çà-
ïèñ Ω-òåðìiâ. Ïðèïèøåìî êîæíîìó ñèìâîëó ç Ω àðíîñòi n âàãó
ν = 1− n, à êîæíîìó ñèìâîëó ç X � âàãó ν = 1. Äîâåäiòü, ùî ñëîâî
α1α2 . . . αk íàä àëôàâiòîì X ∪ Ω áóäå Ω-òåðìîì òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

ν(α1) < 1, ν(α1) + ν(α2) < 1, . . . , ν(α1) + ν(α2) + · · ·+ ν(αk−1) < 1,

ν(α1) + ν(α2) + · · ·+ ν(αk) = 1.

Ìíîæèíà F (Ω, X) ïðèðîäíèì ÷èíîì ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â àëãåáðó ñè-
ãíàòóðè Ω: ðåçóëüòàòîì çàñòîñóâàííÿ îïåðàöi¨ ω àðíîñòi n äî òåðìiâ
b1, . . . , bn îãîëîøó¹ìî òåðì ω(b1, . . . , bn). Çîêðåìà, âèäiëåíèìè êîíñòàí-
òàìè ¹ ñàìi ñèìâîëè íóëüàðíèõ îïåðàöié. Öÿ àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ (àá-
ñîëþòíî) âiëüíîþ àëãåáðîþ ñèãíàòóðè Ω iç ñèñòåìîþ òâiðíèõ X (àáî
àëãåáðîþ Ω-òåðìiâ íàä àëôàâiòîì X). Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè X íàçèâà-
¹òüñÿ ðàíãîì âiëüíî¨ àëãåáðè F (Ω, X).

Òåîðåìà 1.1 (Îñíîâíà âëàñòèâiñòü âiëüíî¨ àëãåáðè). Êîæíå âiäîáðà-
æåííÿ φ0 : X → B ìíîæèíè X òâiðíèõ àëãåáðè F (Ω, X) ó äîâiëüíó
àëãåáðó B ñèãíàòóðè Ω ìîæíà ïðîäîâæèòè, ïðè÷îìó ¹äèíèì ñïîñî-
áîì, äî ãîìîìîðôiçìó àëãåáð φ : F (Ω, X)→ B.

Äîâåäåííÿ. Îáðàçè â àëãåáði B ñèìâîëiâ àðíîñòi 0 iç Ω âèçíà÷àþòüñÿ
îäíîçíà÷íî. ßêùî ω � îïåðàöiÿ àðíîñòi n i îáðàçè φ(b1), . . . , φ(bn)
òåðìiâ b1, . . . , bn âæå âèçíà÷åíi, òî îáðàçîì òåðìó ω(b1, . . . , bn) áóäå
åëåìåíò ω(φ(b1), . . . , φ(bn)). Êîðåêòíiñòü òàêîãî âèçíà÷åííÿ âiäîáðà-
æåííÿ φ : F (Ω, X) → B âèïëèâà¹ ç îäíîçíà÷íîñòi ïîáóäîâè òåðìó.
Òå, ùî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ ãîìîìîðôiçìîì, áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç
ïîáóäîâè φ.

Íåõàé φ : A → B � ãîìîìîðôiçì îäíîòèïíèõ àëãåáðè÷íèõ ñèñòåì(
A; (ωi)i∈I

)
i
(
B; (τi)i∈I

)
. Ïîêëàäåìî

a ∼φ b :⇔ φ(a) = φ(b) . (1.1)

Âiäíîøåííÿ ∼φ íàçèâàþòü ÿäðîì ãîìîìîðôiçìó φ : A → B i ÷àñòî ïî-
çíà÷àþòü Kerφ. Î÷åâèäíî, ùî ∼φ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Òîìó
ç íèì ïîâ'ÿçàíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè A íà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêå òà-
êîæ íàçèâàþòü ÿäðîì ãîìîìîðôiçìó φ.
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Îçíà÷åííÿ 1.6. k-àðíå âiäíîøåííÿ Φ íà ìíîæèíi A íàçèâà¹òüñÿ ñòà-

áiëüíèì âiäíîñíî n-àðíî¨ îïåðàöi¨ ω íà A, ÿêùî ç òîãî, ùî âiäïîâiäíi
àðãóìåíòè ïîâ'ÿçàíi âiäíîøåííÿì Φ, âèïëèâà¹, ùî é çíà÷åííÿ îïåðà-
öi¨ ïîâ'ÿçàíi öèì âiäíîøåííÿì. Áiëüø ñòðîãî: äëÿ äîâiëüíèõ n íàáîðiâ
(a11, a21, . . . , ak1), . . . , (a1n, a2n, . . . , akn) iç Φ ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ óìîâà(

ω(a11, a12, . . . , a1n), . . . , ω(ak1, ak2, . . . , akn)
)
∈ Φ. (1.2)

ßêùî âiäíîøåííÿ Φ ¹ ñòàáiëüíèì âiäíîñíî êîæíî¨ îïåðàöi¨ ç Ω, òî
âîíî íàçèâà¹òüñÿ ñòàáiëüíèì íà àëãåáði ⟨A; Ω⟩.

Çàçâè÷àé íàñ áóäóòü öiêàâèòè áiíàðíi äi¨ é áiíàðíi âiäíîøåííÿ. Ó öüî-
ìó âèïàäêó óìîâà (1.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó

(a, a′) ∈ Φ i (b, b′) ∈ Φ ⇒
(
ω(a, b), ω(a′, b′)

)
∈ Φ. (1.3)

Îçíà÷åííÿ 1.7. Êîíãðóåíöi¹þ íà àëãåáði ⟨A; Ω⟩ íàçèâà¹òüñÿ ñòà-
áiëüíå íà öié àëãåáði âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Ìíîæèíó âñiõ êîíãðóåíöié íà àëãåáði ⟨A; Ω⟩ ïîçíà÷èìî Con(A). Êðiì
òîãî, ïîâ'ÿçàíå ç êîíãðóåíöi¹þ ðîçáèòòÿ A íà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi ìè
òàêîæ íàçèâàòèìåìî êîíãðóåíöi¹þ.

Òâåðäæåííÿ 1.3. ßêùî φ : A → B � ãîìîìîðôiçì îäíîòèïíèõ àëãå-
áðè÷íèõ ñèñòåì

(
A; (ωi)i∈I

)
i
(
B; (τi)i∈I

)
, òî ÿäðî ∼φ ãîìîìîðôiçìó φ

¹ êîíãðóåíöi¹þ íà àëãåáðè÷íié ñèñòåìi A.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, óçãîäæåíiñòü âiäíîøåííÿ ∼φ iç âè-
çíà÷åíîþ íà A äi¹þ ωi àðíîñòi n. Ñïðàâäi, ÿêùî a1 ∼φ b1, . . . , an ∼φ bn
äëÿ a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ A, òî

φ(ωi(a1, . . . , an)) = τi(φ(a1), . . . , φ(an)) =

= τi(φ(b1), . . . , φ(bn)) = φ(ωi(b1, . . . , bn)).

Îòæå, ωi(a1, . . . , an) ∼φ ωi(b1, . . . , bn), òîáòî âiäíîøåííÿ ∼φ óçãîäæåíå
ç äi¹þ ωi.

Âïðàâà 1.3. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ðîäèíè êîíãðóåíöié íà
àëãåáði A òàêîæ áóäå êîíãðóåíöi¹þ íà A.

Ïîçàÿê êîíãðóåíöiÿ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî äàëi ìè ïî-
çíà÷àòèìåìî ¨¨ ñèìâîëîì ∼ i çàìiñòü (a, b) ∈∼ ïèñàòèìåìî a ∼ b.

Ïðèêëàäè. 1. Íóëüîâà êîíãðóåíöiÿ oA = {(a, a) | a ∈ A} (= âiäíî-
øåííÿ ðiâíîñòi).

2. Îäèíè÷íà (àáî òîòàëüíà) êîíãðóåíöiÿ iA = A×A.
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Ïðî çàäîâiëüíèé îïèñ óñiõ êîíãðóåíöié äëÿ äîâiëüíèõ àëãåáðè÷íèõ
ñèñòåì ìîæíà ëèøå ìðiÿòè. Àëå êîíãðóåíöi¨ íà ãðóïàõ âëàøòîâàíi âiä-
íîñíî ïðîñòî.

Òåîðåìà 1.2. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ãðóïi G áóäå êîíãðóåí-
öi¹þ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî âiäíîøåííÿ
¹ êëàñàìè ñóìiæíîñòi çà äåÿêîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ∼ � êîíãðóåíöiÿ íà ãðóïi G. Ïîçíà÷è-
ìî ñèìâîëîì · äiþ íà G i ðîçãëÿíåìî òîé êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi H, ÿêèé
ìiñòèòü îäèíèöþ e. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ H ìà¹ìî: a ∼ e, b ∼ e,
çâiäêè a · b ∼ e · e = e, òîáòî ab ∈ H. Êðiì òîãî, ç a−1 ∼ a−1 âèïëèâà¹,
ùî a · a−1 ∼ e · a−1, òîáòî e ∼ a−1. Îòæå, H ¹ ïiäãðóïîþ.

Äàëi, äëÿ äîâiëüíèõ g1, g2 ∈ G iç g−1
2 ∼ g−1

2 âèïëèâà¹, ùî

g1 ∼ g2 ⇔ g1 · g−1
2 ∼ g2 · g−1

2 = e ,

Îòæå, g1 ∼ g2 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè g1 · g−1
2 ∈ H, òîáòî êîëè g1 i g2

íàëåæàòü îäíîìó ïðàâîìó êëàñîâi ñóìiæíîñòi çà ïiäãðóïîþ H.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî g1∼ g2 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè g−1

2 · g1 ∈ H,
òîáòî êîëè g1 i g2 íàëåæàòü îäíîìó ëiâîìó êëàñîâi ñóìiæíîñòi çà ïiä-
ãðóïîþ H.

Òàêèì ÷èíîì, êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi êîíãðóåíöi¨ ∼ ¹ êëàñàìè ñóìi-
æíîñòi çà ïiäãðóïîþ H, ïðè÷îìó ëiâi òà ïðàâi êëàñè çáiãàþòüñÿ, òîáòî
ïiäãðóïà H ¹ íîðìàëüíîþ.

Äîñòàòíiñòü. Íàâïàêè, íåõàé H ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
G. Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼, êëàñàìè åêâiâàëåíòíî-
ñòi ÿêîãî ¹ êëàñè ñóìiæíîñòi çà ïiäãðóïîþ H. Íåõàé a ∼ a1 i b ∼ b1.
Òîäi iñíóþòü òàêi h1 ∈ H i h2 ∈ H, ùî a1 = ah1 i b1 = bh2. Òîìó
a1b1 = ah1 · bh2 = ab · b−1h1bh2. Iç íîðìàëüíîñòi H âèïëèâà¹, ùî
b−1h1bh2 ∈ H. Àëå òîäi a1b1 ∈ abH i a1b1 ∼ ab. Îòæå, âiäíîøåííÿ ∼
óçãîäæåíå ç äiÿìè íà G, à òîìó ¹ êîíãðóåíöi¹þ.

ßêùî ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi A, òî ìíîæè-
íà {a | a ∈ A} óñiõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðìíîæè-
íîþ ìíîæèíè A çà âiäíîøåííÿì ∼ i ïîçíà÷à¹òüñÿ A/∼. Âiäîáðàæåííÿ
A → A/∼, a 7→ a, ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì. Éîãî íàçèâàþòü âiäîáðà-
æåííÿì ôàêòîðèçàöi¨ àáî êàíîíi÷íèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè A íà
ôàêòîðìíîæèíó A/∼.

Äëÿ êîæíî¨ êîíãðóåíöi¨ ∼ íà àëãåáði
(
A; (ωi)i∈I

)
óñi âèçíà÷åíi â A

îïåðàöi¨ ïðèðîäíî ïåðåíîñÿòüñÿ íà ôàêòîðìíîæèíó A/∼:
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ÿêùî ω � îïåðàöiÿ àðíîñòi n, òî

ω(a1, . . . , an) := ω(a1, . . . , an) . (1.4)

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî íîâó àëãåáðó
(
A/∼; (ωi)i∈I

)
öi¹¨ ñàìî¨ ñèãíàòó-

ðè, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðàëãåáðîþ àëãåáðè A çà êîíãðóåíöi¹þ ∼.

Òâåðäæåííÿ 1.4. Íåõàé âiäíîøåííÿ ∼ ¹ êîíãðóåíöi¹þ íà àëãåáði(
A; (ωi)i∈I

)
. Òîäi âiäîáðàæåííÿ π : a 7→ a ¹ åïiìîðôiçìîì àëãåáðè A íà

àëãåáðó
(
A/∼ ; (ωi)i∈I

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñþð'¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ π î÷åâèäíà, à ãîìîìîðôíiñòü
âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ äié íà ôàêòîðàëãåáði.

Åïiìîðôiçì π iç òâåðäæåííÿ 1.4 íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì (àáî ïðèðî-
äíèì). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿäðîì öüîãî ãîìîìîðôiçìó ¹ êîíãðóåíöiÿ ∼.
Òàêèì ÷èíîì, êîæíà êîíãðóåíöiÿ ¹ ÿäðîì äåÿêîãî ãîìîìîðôiçìó. Ç óðà-
õóâàííÿì òâåðäæåííÿ 1.3 áà÷èìî, ùî ìíîæèíà âñiõ êîíãðóåíöié íà àë-
ãåáði A çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ÿäåð ãîìîìîðôiçìiâ iç A â îäíîòèïíi
àëãåáðè.

Òåîðåìà 1.3 (Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ãîìîìîðôiçìè). Íåõàé φ :A→B
� ãîìîìîðôiçì îäíîòèïíèõ àëãåáð

(
A; (ωi)i∈I

)
òà

(
B; (τi)i∈I

)
, à ∼φ �

ÿäðî ãîìîìîðôiçìó φ. Òîäi âiäîáðàæåííÿ ψ : A/∼φ −→ φ(A), a 7→ φ(a),
¹ içîìîðôiçìîì ôàêòîðàëãåáðè A/∼φ íà îáðàç φ(A) àëãåáðè A ïðè ãî-
ìîìîðôiçìi φ, à äiàãðàìà

-

Q
Q

Q
Q
Q
Qs

�
�3

��
��

A φ(A)
φ

π ψ

A/∼φ

,

äå π : A → A/∼φ � êàíîíi÷íèé åïiìîðôiçì, ¹ êîìóòàòèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. 1. Êîðåêòíiñòü âèçíà÷åííÿ ψ. Âèáåðåìî äîâiëüíîãî ïðåä-
ñòàâíèêà b ∈ a. Òîäi b = a i φ(b) = φ(a). À òîìó ψ(b) = φ(a). Îòæå,
îáðàç ψ(a) åëåìåíòà a ïðè âiäîáðàæåííi ψ âèçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî.

2. Ií'¹êòèâíiñòü ψ:

ψ(a) = ψ(b)⇒ φ(a) = φ(b)⇒ a ∼φ b⇒ a = b .

3. Ñþð'¹êòèâíiñòü ψ. ßêùî b ∈ φ(A), òî iñíó¹ òàêå a ∈ A, ùî
φ(a) = b. Àëå òîäi ψ(a) = φ(a) = b.
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4. Ãîìîìîðôíiñòü ψ. ßêùî ωi � ÿêàñü äiÿ íà A àðíîñòi n, òî äëÿ
äîâiëüíèõ a1, . . . , an ∈ A ìà¹ìî

ψ(ωi(a1, . . . , an)) = ψ(ωi(a1, . . . , an)) = φ(ωi(a1, . . . , an)) =

= τi(φ(a1), . . . , φ(an)) = τi(ψ(a1), . . . , ψ(an)),

òîáòî âiäîáðàæåííÿ ψ óçãîäæåíå ç äiÿìè íà A.
5. Êîìóòàòèâíiñòü äiàãðàìè. Äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ìà¹ìî

φ(a) = ψ(a) = ψ(π(a)), òîìó φ = πψ.

Íàñëiäîê 1.2. Êîæíà óíiâåðñàëüíà àëãåáðà içîìîðôíà ôàêòîðàëãåáði
äåÿêî¨ îäíîòèïíî¨ âiëüíî¨ àëãåáðè.

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òåîðåì 1.1 i 1.3.

Çàäà÷à 1.3 (Ïåðøà òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì). ßêùî ρ � êîíãðóåíöiÿ
íà àëãåáði A i B ⊆ A � ïiäàëãåáðà, òî ρ ∩ B2 ¹ êîíãðóåíöi¹þ íà B,
ïðè÷îìó îáðàç B ïðè êàíîíi÷íîìó åïiìîðôiçìi π : A → A/ρ içîìîðôíèé
ôàêòîðàëãåáði B/(ρ ∩B2).

Çàäà÷à 1.4 (Äðóãà òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì). Íåõàé ρ i τ � êîíãðóåíöi¨
íà àëãåáði A, ïðè÷îìó ρ ⊆ τ . Òîäi âiäíîøåííÿ

τ∗ = {(aρ, bρ) ∈ A/ρ×A/ρ | (a, b) ∈ τ}

¹ êîíãðóåíöi¹þ íà ôàêòîðàëãåáði A/ρ, ïðè÷îìó A/τ ≃ (A/ρ)/τ∗.
Êðiì òîãî, âiäîáðàæåííÿ τ 7→ τ∗ ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ ìíîæèíîþ òèõ

êîíãðóåíöié íà àëãåáði A, ÿêi ìiñòÿòü ρ, i ìíîæèíîþ êîíãðóåíöié íà
ôàêòîðàëãåáði A/ρ, ïðè÷îìó âiäîáðàæåííÿ τ 7→ τ∗ çáåðiãà¹ âiäíîøå-
ííÿ âêëþ÷åííÿ (òîáòî ¹ içîìîðôiçìîì óïîðÿäêîâàíèõ çà âêëþ÷åííÿì
ìíîæèí Con(A/ρ) i {τ ∈ Con(A) | ρ ⊆ τ} ).

1.2 Ïðÿìi òà ïiäïðÿìi äîáóòêè

Îçíà÷åííÿ 1.8. Íåõàé (Ai)i∈I � ðîäèíà àëãåáð ôiêñîâàíî¨ ñèãíàòóðè
Ω = (ωj)j∈J . Êîæíó îïåðàöiþ ç Ω ìîæíà âèçíà÷èòè i íà äåêàðòîâîìó
äîáóòêîâi

∏
i∈I
Ai íîñi¨â öèõ àëãåáð, ÿêùî ¨¨ âèêîíóâàòè ïîêîìïîíåíòíî:

ω
(
(ai)i∈I , (bi)i∈I , . . . , (ci)i∈I

)
:= (ω(ai, bi, . . . , ci))i∈I . (1.5)

Âèçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì àëãåáðà ⟨
∏
i∈I Ai; Ω⟩ íàçèâà¹òüñÿ äåêàðòî-

âèì àáî (ïîâíèì) ïðÿìèì äîáóòêîì ðîäèíè àëãåáð (Ai)i∈I .

14



Ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ìíîæíèêiâ A1, . . . , An âèêîðèñòîâó-
þòü òàêîæ ïîçíà÷åííÿ A1 × · · · ×An. ßêùî âñi ìíîæíèêè Ai ¹ êîïiÿìè
àëãåáðè B, òî äåêàðòiâ äîáóòîê

∏
i∈I B ÷àñòî ïîçíà÷àþòü BI i íàçèâàþòü

äåêàðòîâèì àáî (ïîâíèì) ïðÿìèì ñòåïåíåì àëãåáðè B.

Âïðàâà 1.4. Íåõàé A,B, C � äîâiëüíi àëãåáðè äàíî¨ ñèãíàòóðè Ω. Äî-
âåäiòü, ùî a) A× B ≃ B ×A; b) (A× B)× C ≃ A× (B × C).

Äëÿ êîæíîãî i ∈ I âiäîáðàæåííÿ πi :
∏
i∈I Ai → Ai, (ai)i∈I 7→ ai,

íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ ïðîåêöi¹þ äîáóòêó
∏
i∈I Ai íà i-é ìíîæíèê Ai.

Î÷åâèäíî, ùî πi ¹ åïiìîðôiçìîì.

Îçíà÷åííÿ 1.9. Ïiäàëãåáðà A ïðÿìîãî äîáóòêó
∏
i∈I Ai íàçèâà¹òüñÿ

ïiäïðÿìèì äîáóòêîì àëãåáð Ai, i ∈ I, ÿêùî ïðîåêöiÿ A íà êîæåí
ìíîæíèê Ai çáiãà¹òüñÿ iç ñàìèì ìíîæíèêîì. Êàæóòü òàêîæ, ùî
A ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïiäïðÿìèé äîáóòîê àëãåáð Ai, i ∈ I. ßêùî ïðîå-
êöiÿ àëãåáðè A íà ÿêèéñü ìíîæíèê Ai ¹ içîìîðôiçìîì, òî ïiäïðÿìèé
ðîçêëàä íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíèì.

Ïðèêëàäè ïiäïðÿìèõ äîáóòêiâ.
1. Ïîâíèé äîáóòîê

∏
i∈I Ai.

2. Äiàãîíàëü {(a)i∈I | a ∈ A} ⊆
∏
i∈I A àëãåáðè A.

3. Êîæíà êîíãðóåíöiÿ íà àëãåáði A ¹ ïiäïðÿìèì êâàäðàòîì àëãå-
áðè A.

Âïðàâà 1.5. ×è ïðàâèëüíî, ùî êîæåí ïiäïðÿìèé êâàäðàò àëãåáðè A
¹ êîíãðóåíöi¹þ íà àëãåáði A?

Ïðèêëàäè ïiäïðÿìèõ ðîçêëàäiâ.
1. Òðèâiàëüíi ðîçêëàäè, êîëè îäèí iç ìíîæíèêiâ çáiãà¹òüñÿ ç A, à

ðåøòà � îäíîåëåìåíòíi.
2. Äiàãîíàëüíå çàíóðåííÿ A ↪→

∏
i∈I A, a 7→ (a)i∈I .

Âïðàâà 1.6. Íåõàé K = R[x1, x2, x3, . . .] � êiëüöå äiéñíèõ ìíîãî÷ëåíiâ
âiä çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ x1, x2, x3, . . . , In � ãîëîâíèé iäåàë, ïî-
ðîäæåíèé ìíîãî÷ëåíîì xn, ψn : K → K/In � êàíîíi÷íèé åïiìîðôiçì.
Äîâåäiòü, ùî
a) âiäîáðàæåííÿ K →

∏
n∈NK/In, f 7→ (ψn(f))n∈N, ¹ ìîíîìîðôiçìîì,

à òîìó âèçíà÷à¹ ïiäïðÿìèé ðîçêëàä êiëüöÿ K;
b) ïiäïðÿìèé ðîçêëàä êiëüöÿ K iç a) ¹ íåòðèâiàëüíèì, õî÷à êîæåí iç
ìíîæíèêiâ K/In içîìîðôíèé êiëüöþ K.

Ïðèêëàäè ãðóï, ÿêi ðîçêëàäàþòüñÿ â íåòðèâiàëüíèé ïiäïðÿìèé äî-
áóòîê, àëå íå ðîçêëàäàþòüñÿ ó ïðÿìèé.
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1. Ðîçãëÿíåìî â S3 × S3 ïiäãðóïó

H = {(π, τ) | π i τ ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü}.

Òîäi H ìà¹ ïîðÿäîê 18 i ¹ íåòðèâiàëüíèì ïiäïðÿìèì êâàäðàòîì ãðóïè
S3. Êðiì òîãî, H íå ¹ àáåëåâîþ. Òîìó H íå ìîæå ðîçêëàäàòèñÿ ó ïðÿìèé
äîáóòîê ãðóï ïîðÿäêiâ 2 i 9, áî òàêi ãðóïè ¹ àáåëåâèìè. Îòæå, ÿêùî H
ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìèé äîáóòîê, òî ìíîæíèêè ìàþòü ïîðÿäêè 3 i 6.
Ñåðåä ãðóï ïîðÿäêó 6 íåàáåëåâîþ ¹ òiëüêè S3. Òîìó ëèøà¹òüñÿ òiëüêè
âàðiàíò H ≃ C3 × S3. Àëå âií òàêîæ íåìîæëèâèé, áî H ìà¹ 9 åëåìåíòiâ
ïîðÿäêó 2, à C3 × S3 � ëèøå 3.

2. Çàíóðåííÿ Z ↪→
∏
k∈N Zk, n 7→ (n mod k)k∈N ¹, î÷åâèäíî, ïiäïðÿ-

ìèì. Àëå áóäü-ÿêi äâi íåíóëüîâi ïiäãðóïè iç Z ìàþòü íåíóëüîâèé ïåðå-
òèí. Òîìó ãðóïà Z ó íåòðèâiàëüíèé ïðÿìèé äîáóòîê íå ðîçêëàäà¹òüñÿ.
(Îäíî÷àñíî îòðèìó¹ìî i ïðèêëàä êiëüöÿ, ÿêå ðîçêëàäà¹òüñÿ â íåòðèâi-
àëüíèé ïiäïðÿìèé äîáóòîê, àëå íå ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìèé.)

Òåîðåìà 1.4 (Êëÿéí�Ôðiêêå). Íåõàé φ : A → F i ψ : B → F �
åïiìîðôiçìè ãðóï. Òîäi ìíîæèíà

A×
F
B = {(a, b) ∈ A×B | φ(a) = ψ(b)}

áóäå ïiäïðÿìèì äîáóòêîì ãðóï A i B. Iç iíøîãî áîêó, êîæåí ïiäïðÿìèé
äîáóòîê ãðóï A i B ìà¹ âèãëÿä A×

F
B äëÿ âiäïîâiäíî âèáðàíèõ ãðóïè F

òà åïiìîðôiçìiâ φ : A→ F i ψ : B → F .

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî êîëè φ(a1) = ψ(b1) i φ(a2) = ψ(b2), òî ìà¹ìî
φ(a1a2) = ψ(b1b2) i φ(a

−1
1 ) = ψ(b−1

1 ). Òîìó ìíîæèíà A×
F
B ¹ ïiäãðóïîþ

â A×B. Êðiì òîãî, ïîçàÿê φ i ψ � åïiìîðôiçìè, òî äëÿ êîæíîãî a ∈ A
iñíó¹ òàêèé b ∈ B, ùî φ(a) = ψ(b), i íàâïàêè. Òîìó ïðîåêöiÿ A ×

F
B íà

êîæåí ìíîæíèê çáiãà¹òüñÿ iç ñàìèì ìíîæíèêîì. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ
ïåðøîãî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Íà ðèñ. 1, äå A1 = Kerφ, B1 = Kerψ, ïiäïðÿìèé äîáóòîê A ×
F
B

çîáðàæåíî çàøòðèõîâàíèìè êëiòèíêàìè:
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Íåõàé òåïåð H ≤ A × B � ïiäïðÿìèé äîáóòîê ãðóï A i B. Îòîòî-
æíèìî åëåìåíò (a, e) ∈ A×B ç åëåìåíòîì a ∈ A i, àíàëîãi÷íî, åëåìåíòè
(e, b) i b ∈ B. Ïîçíà÷èìî A1 = H ∩ A, B1 = H ∩ B. Ïîçàÿê H � ïiä-
ïðÿìèé äîáóòîê, òî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A çíàéäåòüñÿ òàêèé b ∈ B, ùî
(a, b) ∈ H. Àëå òîäi äëÿ êîæíîãî a1 ∈ A1 ìà¹ìî

(a, b)−1(a1, e)(a, b) = (a−1a1a, e) ∈ A1 .

Öå îçíà÷à¹, ùî A1 ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â A. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ,
ùî B1 ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â B. Òîìó äîáóòîê A1×B1 áóäå íîðìàëü-
íîþ ïiäãðóïîþ ó ãðóïi A×B, à òèì ñàìèì i â ïiäãðóïiH, áî A1×B1 ≤ H.
Êàíîíi÷íèé åïiìîðôiçì ãðóïè H íà ôàêòîðãðóïó H/(A1×B1) ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç π.

Äëÿ êîæíîãî a ∈ A âèáåðåìî òàêèé b ∈ B, ùî (a, b) ∈ H, i ïîêëàäåìî
φ(a) = π((a, b)). Ïîêàæåìî, ùî âèçíà÷åíå òàêèì ÷èíîì âiäîáðàæåííÿ
φ : A→ F ¹ åïiìîðôiçìîì.

Êîðåêòíiñòü φ : ÿêùî (a, b1) ∈ H i (a, b2) ∈ H, òî åëåìåíò
(a, b1)

−1(a, b2) = (e, b−1
1 b2) òàêîæ íàëåæèòü ïiäãðóïi H, à òîìó

π((a, b2)) = π((a, b1) · (e, b−1
1 b2)) = π((a, b1)) · π((e, b−1

1 b2)) = π((a, b1)) .

Îòæå, φ(a) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó åëåìåíòà (a, b) ∈ H.
Ñþð'¹êòèâíiñòü φ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî Imφ = Imπ.
Ãîìîìîðôíiñòü φ òàêîæ î÷åâèäíà:

φ(a1) · φ(a2) = π((a1, b1)) · π((a2, b2)) = π((a1a2, b1b2)) = φ(a1a2).

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî êîëè äëÿ êîæíîãî b ∈ B âèáðàòè òà-
êèé a ∈ A, ùî (a, b) ∈ H, i ïîêëàñòè ψ(b) = π((a, b)), òî âiäîáðàæåííÿ
ψ : B → F òàêîæ ¹ åïiìîðôiçìîì.
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Î÷åâèäíî, ùî êîëè (a, b) ∈ H, òî φ(a) = π((a, b)) = ψ(b). Íàâïàêè,
ÿêùî φ(a) = ψ(b), òî iñíóþòü òàêi b1 ∈ B i a1 ∈ A, ùî åëåìåíòè (a, b1) i
(a1, b) íàëåæàòü îäíîìó êëàñó ñóìiæíîñòi ãðóïèH çà ïiäãðóïîþ A1×B1.
Òîäi

(a, b1)
−1(a1, b) = (a−1a1, b

−1
1 b) ∈ A1 ×B1 ,

çâiäêè b−1
1 b ∈ B1. Àëå (a, b) = (a, b1)(e, b

−1
1 b). Òîìó (a, b) ∈ H.

Îòæå, (a, b) ∈ H òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè φ(a) = ψ(b), òîáòî A×
F
B.

Âïðàâà 1.7. Äîâåäiòü, ùî äëÿ åïiìîðôiçìiâ φ i ψ iç äðóãî¨ ÷àñòèíè
äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.4 âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi Kerφ = A1 i Kerψ = B1.

Òåîðåìà 1.5 (Ðåìàê). Íåõàé ρi, i ∈ I, � äîâiëüíà ðîäèíà êîíãðóåíöié
íà óíiâåðñàëüíié àëãåáði A, ρ =

∩
i∈I

ρi, à aρ ¹ òèì êëàñîì êîíãðóåíöi¨ ρ,

ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò a. Òîäi âiäîáðàæåííÿ

φ : aρ 7→ (aρi)i∈I

¹ ïiäïðÿìèì çàíóðåííÿì ôàêòîðàëãåáðè A/ρ ó ïðÿìèé äîáóòîê
∏
i∈I
A/ρi.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ρ ⊆ ρi äëÿ âñiõ i, òî âiäîáðàæåííÿ φ âèçíà÷åíå
êîðåêòíî. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî âîíî ¹ ãîìîìîðôiçìîì. Çðîçóìiëî,
ùî φ(aρ) = φ(bρ) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè aρi = bρi äëÿ âñiõ i, òîáòî òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè aρ = bρ. Îòæå, φ ¹ ìîíîìîðôiçìîì. Î÷åâèäíî òà-
êîæ, ùî ïðîåêöiÿ îáðàçó φ íà êîæåí ìíîæíèê A/ρi çáiãà¹òüñÿ iç ñàìèì
ìíîæíèêîì.

Àëãåáðà A íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíîþ, ÿêùî êîæåí ¨¨ ïiä-
ïðÿìèé ðîçêëàä ¹ òðèâiàëüíèì.

Òåîðåìà 1.6 (Êðèòåðié ïiäïðÿìî¨ ðîçêëàäíîñòi). Óíiâåðñàëüíà àëãåáðà
A áóäå ïiäïðÿìî ðîçêëàäíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ïåðåòèí

∩
i∈I

ρi óñiõ

¨¨ íåíóëüîâèõ êîíãðóåíöié ¹ íóëüîâîþ êîíãðóåíöi¹þ oA.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ρi, i ∈ I, � ðîäèíà âñiõ íåíóëüîâèõ
êîíãðóåíöié íà àëãåáði A i

∩
i∈I ρi = oA. Iç òåîðåìè Ðåìàêà âèïëèâà¹,

ùî âiäîáðàæåííÿ

φ : A →
∏
i∈I
A/ρi, a 7→ (aρi)i∈I ,
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¹ ïiäïðÿìèì çàíóðåííÿì. Îòîòîæíþþ÷è A ç îáðàçîì φ(A), îäåðæó¹ìî
ðîçêëàä A ó ïiäïðÿìèé äîáóòîê àëãåáð A/ρi. Öåé ðîçêëàä ¹ íåòðèâiàëü-
íèì, áî ïðîåêöiÿ A íà ìíîæíèê A/ρi çáiãà¹òüñÿ ç êàíîíi÷íèì åïiìîð-
ôiçìîì πi, à òîìó íå ¹ içîìîðôiçìîì.

Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî A ↪→
∏
i∈I Ai, a 7→ (ai)i∈I , � ïiäïðÿ-

ìèé ðîçêëàä àëãåáðè A. Ïîçàÿê äëÿ êîæíîãî i ∈ I ïðîåêöiÿ πi : A → Ai
íå ¹ içîìîðôiçìîì, òî ÿäðî Kerπi öi¹¨ ïðîåêöi¨ ¹ íåíóëüîâîþ êîíãðóåíöi-
¹þ. Àëå ïåðåòèí ρ =

∩
i∈I Kerπi ¹ íóëüîâîþ êîíãðóåíöi¹þ oA. Ñïðàâäi,

ÿêùî a i b � äâà ðiçíi åëåìåíòè ç A, òî iñíó¹ òàêå i, ùî πi(a) ̸= πi(b).
Àëå òîäi (a, b) ̸∈ Kerπi i (a, b) ̸∈ ρ. Îñêiëüêè ïåðåòèí τ âñiõ íåíóëüîâèõ
êîíãðóåíöié çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ ρ ⊇ τ ⊇ oA, òî τ = oA.

Íàñëiäîê 1.3. Óíiâåðñàëüíà àëãåáðà A ¹ ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíîþ òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè ñåðåä íåíóëüîâèõ êîíãðóåíöié íà A ¹ íàéìåíøà.

Çâiäñè i ç òåîðåìè 1.2 îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ãðóïà áóäå ïiäïðÿìî íå-
ðîçêëàäíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ñåðåä ¨¨ íåîäèíè÷íèõ íîðìàëüíèõ
ïiäãðóï ¹ íàéìåíøà. Àíàëîãi÷íî iç çàäà÷i 15 âèïëèâà¹, ùî êiëüöå áóäå
ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ñåðåä éîãî íåíóëüîâèõ
iäåàëiâ ¹ íàéìåíøèé. Çîêðåìà, ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíèìè ¹ ïðîñòi ãðóïè
(áî âîíè ìàþòü ëèøå îäíó íåîäèíè÷íó íîðìàëüíó ïiäãðóïó), à òàêîæ
ïîëÿ é òiëà (áî òàì ¹ ëèøå îäèí íåíóëüîâèé iäåàë).

Çàäà÷à 1.5. Äîâåäiòü, ùî òàêi ãðóïè ¹ ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíèìè: a) ñè-
ìåòðè÷íi ãðóïè Sn; b) öèêëi÷íi p-ãðóïè.

Òåîðåìà 1.7 (Áiðêãîô). Êîæíà óíiâåðñàëüíà àëãåáðà A ðîçêëàäà¹òüñÿ
ó ïiäïðÿìèé äîáóòîê ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíèõ àëãåáð.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (a, b) ðiçíèõ åëåìåíòiâ àëãåáðè A ðîç-
ãëÿíåìî ìíîæèíó ρ(a, b) òèõ êîíãðóåíöié íà àëãåáði A, ÿêi ðîçäiëÿþòü
öi åëåìåíòè, òîáòî

ρ(a, b) := {ρ ∈ Con(A) | aρ ̸= bρ}.

Ìíîæèíà ρ(a, b), î÷åâèäíî, íå ïîðîæíÿ, áî ìiñòèòü íóëüîâó êîíãðóåí-
öiþ, i ïðèðîäíî âïîðÿäêîâàíà çà âêëþ÷åííÿì.

Ïîêàæåìî, ùî â ρ(a, b) ¹ ìàêñèìàëüíi çà âêëþ÷åííÿì åëåìåíòè. Çãi-
äíî ç ëåìîþ Öîðíà (äèâ. ðîçäië 3) äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî â
ρ(a, b) êîæåí ëàíöþã îáìåæåíèé çãîðè. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ëàíöþã
(ρi)i∈I êîíãðóåíöié iç ρ(a, b) (òîáòî I � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà
i ρi ⊆ ρj äëÿ äîâiëüíèõ i < j) i ïîêëàäåìî ρ∗ =

∪
i∈I

ρi. Î÷åâèäíî, ùî ρ∗

¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.
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Äîâåäåìî, ùî âiäíîøåííÿ ρ∗ ¹ ñòàáiëüíèì íà àëãåáði A. Ñïðàâäi, íå-
õàé ω � n-àðíà äiÿ â A i a1ρ∗b1, . . . , anρ∗bn. Òîäi iñíóþòü òàêi i1, . . . , in,
ùî a1ρi1b1, . . . , anρinbn. Íåõàé i = max(i1, . . . , in). Òîäi a1ρib1, . . .
. . . , anρibn. Ïîçàÿê ρi � êîíãðóåíöiÿ, òî ω(a1, . . . , an)ρiω(b1, . . . , bn),
çâiäêè ω(a1, . . . , an)ρ∗ω(b1, . . . , bn).

Òàêèì ÷èíîì, âiäíîøåííÿ ρ∗ ¹ êîíãðóåíöi¹þ íà àëãåáði A. Âîíî ðîç-
äiëÿ¹ åëåìåíòè a i b, áî ïàðà (a, b) íå íàëåæèòü æîäíié iç êîíãðóåíöié
ρi, i ∈ I. Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî ρ∗ ¹ âåðõíüîþ ãðàííþ ëàíöþãà (ρi)i∈I .
Òîìó ëåìó Öîðíà ìîæíà çàñòîñîâóâàòè.

Âèáåðåìî â êîæíié iç ìíîæèí ρ(a, b) ÿêèéñü ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò
ρ∗(a,b). Ïîçàÿê

∩
a̸=b

ρ∗(a,b) = oA, òî ç òåîðåìè Ðåìàêà âèïëèâà¹, ùî âiäîá-

ðàæåííÿ
φ : x 7→ (xρ∗

(a,b)
)a̸=b

¹ ïiäïðÿìèì çàíóðåííÿì àëãåáðè A ó ïðÿìèé äîáóòîê
∏
a̸=b

A/ρ∗(a,b).

Ëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî êîæíà ç ôàêòîðàëãåáð A/ρ∗(a,b) ¹ ïiäïðÿìî
íåðîçêëàäíîþ. Çãiäíî iç äðóãîþ òåîðåìîþ ïðî içîìîðôiçì (çàäà÷à 1.4)
iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ êîíãðóåíöiÿìè íà ôàêòîð-
àëãåáði A/ρ∗(a,b) i òèìè êîíãðóåíöiÿìè íà àëãåáði A, ÿêi ìiñòÿòü êîíãðó-
åíöiþ ρ∗(a, b). Ïðè÷îìó öÿ âiäïîâiäíiñòü çáåðiãà¹ âiäíîøåííÿ âêëþ÷åí-
íÿ. Ç îçíà÷åííÿ ρ∗(a, b) âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêà êîíãðóåíöiÿ, ÿêà ñòðîãî
ìiñòèòü ρ∗(a, b), íå ðîçäiëÿ¹ åëåìåíòè a i b (òîáòî ìiñòèòü ïàðó (a, b)).
Òîìó é ïåðåòèí óñiõ òàêèõ êîíãðóåíöié ìiñòèòèìå ïàðó (a, b).

Îòæå, ïåðåòèí óñiõ êîíãðóåíöié íà A, ÿêi ñòðîãî ìiñòÿòü êîíãðóåí-
öiþ ρ∗(a, b), òàêîæ áóäå ñòðîãî ìiñòèòè ρ∗(a, b). Àëå òîäi ïåðåòèí óñiõ
íåíóëüîâèõ êîíãðóåíöié íà A/ρ∗(a,b) áóäå íåíóëüîâîþ êîíãðóåíöi¹þ, à
òîìó ñåðåä íåíóëüîâèõ êîíãðóåíöié íà A/ρ∗(a,b) ¹ íàéìåíøà. Òîìó, çà
òåîðåìîþ 1.6, ôàêòîðàëãåáðà A/ρ∗(a,b) ¹ ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíîþ.

1.3 Çàäà÷i

1. Äîâåäiòü, ùî â êîæíié àëãåáði îá'¹äíàííÿ äîâiëüíîãî çðîñòàþ÷îãî ëàí-
öþãà ïiäàëãåáð ¹ ïiäàëãåáðîþ.

2. Äîâåäiòü, ùî êîëè ñèãíàòóðà àëãåáðè ìiñòèòü ëèøå íóëüàðíi òà óíàðíi
îïåðàöi¨, òî îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ðîäèíè ïiäàëãåáð çíîâó áóäå ïiäàë-
ãåáðîþ.

3. Íåõàé êîæíå âiäîáðàæåííÿ ω ∈ AA ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê óíàðíà îïåðàöiÿ
íà A. Îïèøiòü óñi ïiäàëãåáðè àëãåáðè ⟨A;AA⟩.

4. Íåõàé A � àáåëåâà ãðóïà. Äîâåäiòü, ùî ïiäàëãåáðè àëãåáðè ⟨A; 0,−⟩ �
öå òå æ ñàìå, ùî é ïiäãðóïè ãðóïè A.
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5. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Çíàéäiòü óñi ïiäàëãåáðè
àëãåáðè ⟨V ; Ω⟩, äå Ω = {+,−, 0} ∪ T , ÿêùî a) T = Hom(V, V );
b) T = GL(V ); c) T = {λE | λ ∈ P}.

6. Äîâåäiòü, ùî êîæíà àëãåáðà íå áiëüøå íiæ çëi÷åííî¨ ñèãíàòóðè ìiñòèòü
íå áiëüøå íiæ çëi÷åííó ïiäàëãåáðó.

7. Äîâåäiòü, ùî êîëè àëãåáðà ìà¹ içîìîðôíó ñîái âëàñíó ïiäàëãåáðó, òî
âîíà ìà¹ içîìîðôíó ñîái âëàñíó íàäàëãåáðó.

8. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðà ⟨N; ·⟩ ìà¹ êîíòèíóóì áàãàòî ïiäàëãåáð, à àëãåáðà
⟨N; +⟩ � ëèøå çëi÷åííó êiëüêiñòü ïiäàëãåáð.

9. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X ìíîæèíà F (Ω, X)r {x} ¹ ìàêñèìàëü-
íîþ ïiäàëãåáðîþ âiëüíî¨ àëãåáðè F (Ω, X) i ùî F (Ω, X) íå ìà¹ iíøèõ
ìàêñèìàëüíèõ ïiäàëãåáð.

10. Äîâåäiòü, ùî ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ âiëüíî¨ àëãåáðè F (Ω, X) içîìîðôíà
ãðóïi Sym(X).

11. Íåõàé êîæíà âëàñíà ïiäàëãåáðà àëãåáðè A ìiñòèòüñÿ â äåÿêié ìàêñè-
ìàëüíié ïiäàëãåáði, X � ñèñòåìà òâiðíèõ àëãåáðè A, à B � ïåðåòèí óñiõ
ìàêñèìàëüíèõ ïiäàëãåáð. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà b ∈ B∩X
ìíîæèíà X r {b} òàêîæ ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ àëãåáðè A.

12. Äîâåäiòü, ùî êîëè âñi êîíãðóåíöi¨ íà àëãåáði A êîìóòóþòü, òî êîíãðó-
åíöi¨ íà áóäü-ÿêié ¨¨ ôàêòîðàëãåáði òàêîæ êîìóòóþòü.

13. Íåõàé B � ïiäàëãåáðà àëãåáðè A, ∼ � êîíãðóåíöiÿ íà A. Äîâåäiòü,
ùî ìíîæèíà C = {x ∈ A | iñíó¹ òàêèé b ∈ B, ùî x ∼ b} òàêîæ ¹
ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè A.

14. Äîâåäiòü,ùî êîæíà êîíãðóåíöiÿ íà ãðóïi îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ áóäü-
ÿêèì ñâî¨ì êëàñîì åêâiâàëåíòíîñòi.

15. Äîâåäiòü, ùî

a) âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà àñîöiàòèâíîìó êiëüöi K áóäå êîíãðó-
åíöi¹þ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî âiäíîøåííÿ
¹ êëàñàìè ñóìiæíîñòi çà äåÿêèì iäåàëîì;

b) âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V áóäå êîíãðó-
åíöi¹þ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî âiäíîøåííÿ
¹ êëàñàìè ñóìiæíîñòi çà äåÿêèì ïiäïðîñòîðîì.

16. Íåõàé âiäíîøåííÿ φ ⊆ A×B i ψ ⊆ B×C ¹ ïiäàëãåáðàìè àëãåáð A×B i
B×C âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî ¨õ äåìîðãàíiâñüêèé äîáóòîê φ◦ψ ⊆ A×C
¹ ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè A× C.

17. Äîâåäiòü, ùî äåìîðãàíiâñüêèé äîáóòîê äâîõ êîíãðóåíöié íà àëãåáði A
áóäå êîíãðóåíöi¹þ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíè êîìóòóþòü.

18. Äîâåäiòü, ùî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà àëãåáði A áóäå êîíãðóåí-
öi¹þ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíî áóäå ïiäàëãåáðîþ â A2.
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19. a) Íåõàé θi � ÿäðî êàíîíi÷íî¨ ïðîåêöi¨ àëãåáðèA = A1×A2 íà ìíîæíèê
Ai, i = 1, 2. Äîâåäiòü, ùî θ1 ∩ θ2 = oA i θ1 ◦ θ2 = θ2 ◦ θ1 = A2.

b) Íåõàé θ1 i θ2 � òàêi äâi êîíãðóåíöi¨ íà àëãåáði A, ùî θ1 ∩ θ2 = oA i
θ1 ◦ θ2 = θ2 ◦ θ1 = A2. Äîâåäiòü, ùî A ≃ A/θ1 ×A/θ2.

20. Íà äâîåëåìåíòíié ìíîæèíi A = {0, 1} âèçíà÷èìî óíàðíi îïåðàöi¨ f i g:
f(0) = 0 = g(1), f(1) = 1 = g(0) . Äîâåäiòü, ùî ⟨A; f⟩ ̸≃ ⟨A; g⟩, àëå
⟨A; f⟩ × ⟨A; g⟩ ≃ ⟨A; g⟩ × ⟨A; g⟩.

21. Äîâåäiòü, ùî
∏

(i,j)∈I×J A(i,j) ≃
∏

i∈I

(∏
j∈J A(i,j)

)
.

22. Íåõàé Ai, i ∈ I, � ðîäèíà àëãåáð ñèãíàòóðè Ω, A =
∏

i∈I Ai, πi : A → Ai

� êàíîíi÷íi ïðîåêöi¨. ×è çàâæäè iñíóþòü òàêi ãîìîìîðôiçìè µi :Ai → A,
ùî µiπi = idAi?

23. Äîâåäiòü, ùî ãðóïè D4 i D5 ¹ ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíèìè.

24. Îïèøiòü óñi ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíi àáåëåâi ãðóïè.
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2 Íàïiâãðóïè

Ó ìàòåìàòèöi ÷àñòî âèíèêàþòü ðiçíi ñóêóïíîñòi ïåðåòâîðåíü ïåâíèõ
ìíîæèí, ïðè÷îìó òàê ñàìî ÷àñòî öi ñóêóïíîñòi âèÿâëÿþòüñÿ çàìêíåíè-
ìè âiäíîñíî êîìïîçèöi¨ ïåðåòâîðåíü. À êîìïîçèöiÿ ïåðåòâîðåíü àñîöià-
òèâíà. Òàê ó ìàòåìàòèöi äóæå ïðèðîäíî ç'ÿâëÿþòüñÿ íàïiâãðóïè. Íåî÷i-
êóâàíèì ¹ òå, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨, ìîæíà
ñòâîðèòè çìiñòîâíó é áàãàòó òåîðiþ ç ÷èñëåííèìè çàñòîñóâàííÿìè. Òàê
âèíèêëà é ïî÷àëà àêòèâíî ðîçâèâàòèñÿ òåîðiÿ íàïiâãðóï. Öiêàâî, ùî
îñíîâîïîëîæíèêîì òåîði¨ íàïiâãðóï ¹ óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòèê Ñóøêå-
âè÷.

2.1 Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

Îäíèì iç íàéïðîñòiøèõ (i íàéâàæëèâiøèõ) ïðèêëàäiâ àëãåáðè÷íèõ ñè-
ñòåì ¹ íàïiâãðóïà � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà S iç âèçíà÷åíîþ íà
íié àñîöiàòèâíîþ áiíàðíîþ äi¹þ (òîáòî (a∗b)∗c = a∗(b∗c) äëÿ äîâiëüíèõ
a, b, c ∈ S).

Çàçâè÷àé äiþ â íàïiâãðóïi íàçèâàòèìåìî ìíîæåííÿì i äîòðèìóâà-
òèìåìîñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ïîçíà÷åíü i òåðìiíîëîãi¨. Çîêðåìà, äiþ
ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì ·, à ðåçóëüòàò a · b (àáî ïðîñòî ab) ¨¨ çàñòîñó-
âàííÿ äî åëåìåíòiâ a i b íàçèâàòèìåìî äîáóòêîì öèõ åëåìåíòiâ.

ßêùî áiíàðíà äiÿ íà ìíîæèíi S âèçíà÷à¹òüñÿ íå ÿêèì-íåáóäü �õî-
ðîøèì� ïðàâèëîì, à, íàïðèêëàä, òàáëèöåþ ìíîæåííÿ, òî ïåðåâiðêà ¨¨
àñîöiàòèâíîñòi âèìàãà¹ ñïðàâäæåííÿ |S|3 ðiâíîñòåé i ¹ äîñèòü ãðîìiçä-
êîþ ïðîöåäóðîþ. ßê âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ òåîðåìè, ñóòò¹âî çìåíøèòè
îá'¹ì îá÷èñëåíü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ìîæíà.

Òåîðåìà 2.1 (Ñàñ, 1953). ßêùî |S| > 3, òî äëÿ äîâiëüíî¨ íàïåðåä çàäà-
íî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ òðiéêè (a, b, c) åëåìåíòiâ iç S ìîæíà òàêèì ÷èíîì
âèçíà÷èòè áiíàðíó äiþ ∗ íà S, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäìiííî¨ âiä (a, b, c)
òðiéêè (x, y, z) åëåìåíòiâ iç S ðiâíiñòü (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) âèêîíó¹-
òüñÿ, àëå (a ∗ b) ∗ c ̸= a ∗ (b ∗ c).

Åëåìåíò e íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì, ÿêùî e · e = e.
Ìíîæèíà âñiõ iäåìïîòåíòiâ íàïiâãðóïè S ïîçíà÷à¹òüñÿ E(S). Êiëüêiñòü
iäåìïîòåíòiâ ó íàïiâãðóïi ìîæå âàðiþâàòè ó äóæå øèðîêèõ ìåæàõ. Íà-
ïðèêëàä, ó íàïiâãðóïàõ ⟨N; +⟩ i ⟨2N; ·⟩ iäåìïîòåíòiâ íåìà âçàãàëi. Ç ií-
øîãî áîêó, ó íàïiâãðóïi ⟨2M ;∪⟩ óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè M âiäíîñíî
îá'¹äíàííÿ (àáî â àíàëîãi÷íié íàïiâãðóïi ⟨2M ;∩⟩) êîæåí åëåìåíò ¹ iäåì-
ïîòåíòîì. Íàïiâãðóïè îñòàííüîãî òèïó íàçèâàþòü iäåìïîòåíòíèìè àáî
çâ'ÿçêàìè.
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Åëåìåíò e ∈ S íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì (àáî ëi-
âîþ îäèíèöåþ) íàïiâãðóïè S, ÿêùî e · a = a äëÿ âñiõ a ∈ S. Àíàëîãi÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâèé íåéòðàëüíèé åëåìåíò (àáî ïðàâà îäèíèöÿ).

Åëåìåíò o ∈ S íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì íóëåì íàïiâãðóïè S, ÿêùî o ·a = o
äëÿ âñiõ a ∈ S. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâèé íóëü.

Î÷åâèäíî, ùî ëiâi òà ïðàâi íóëi é îäèíèöi ¹ iäåìïîòåíòàìè. �õíÿ êiëü-
êiñòü òàêîæ ìîæå âàðiþâàòè â øèðîêèõ ìåæàõ. Îäíàê, ÿêùî îäíî÷àñíî
¹ i ëiâi, i ïðàâi îäèíèöi (àáî ëiâi òà ïðàâi íóëi), òî ñèòóàöiÿ ïðèíöèïîâî
iíøà.

Ëåìà 2.1. ßêùî íàïiãðóïà S ìiñòèòü ëiâó îäèíèöþ el i ïðàâó îäèíèöþ
er (âiäïîâiäíî ëiâèé íóëü ol i ïðàâèé íóëü or), òî âîíè çáiãàþòüñÿ:
el = er (âiäïîâiäíî ol = or).

Äîâåäåííÿ. er = el · er = el, ol = ol · or = or .

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî íàïiâãðóïà ìiñòèòü i ëiâi, i ïðàâi îäèíèöi, òî
íàñïðàâäi âîíà ìiñòèòü îäíó- ¹äèíó îäèíèöþ, ÿêà áóäå äâîñòîðîííüîþ,
òîáòî i ëiâîþ, i ïðàâîþ. Ó öüîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü ïðîñòî ïðî îäèíèöþ
(àáî íåéòðàëüíèé åëåìåíò) íàïiâãðóïè i ïîçíà÷àþòü éîãî 1. Âiäïîâiäíî
äâîñòîðîííié íóëü ïîçíà÷àþòü 0.

Íàïiâãðóïó ç îäèíèöåþ ÷àñòî íàçèâàþòü ìîíî¨äîì.
ßêùî íàïiâãðóïà íå ìiñòèòü îäèíèöi, òî öåé �íåäîëiê� ìîæíà ëåãêî

óñóíóòè, ïðè¹äíàâøè îäèíèöþ ñèëîìiöü. Öå ðîáèòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé ⟨S; ∗⟩ � íàïiâãðóïà, à e � íîâèé åëåìåíò,
ùî íå íàëåæèòü S. Äîâèçíà÷èìî îïåðàöiþ ∗ íà ìíîæèíó S ∪ {e},
ïîêëàâøè a ∗ e = e ∗a = a äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ S òà e ∗ e = e. Òîäi S ∪{e}
ç îïåðàöi¹þ ∗ ¹ íàïiâãðóïîþ, â ÿêié åëåìåíò e ¹ îäèíèöåþ.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê íà S îïåðàöiÿ ∗ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òî äîñèòü ïåðåâi-
ðèòè àñîöiàòèâíèé çàêîí (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) ëèøå äëÿ òèõ òðiéîê
a, b, c, â ÿêèõ ïðèíàéìíi îäíà ç êîìïîíåíò çáiãà¹òüñÿ ç e (çðîáiòü öå!).
Íåéòðàëüíiñòü åëåìåíòà e î÷åâèäíà.

Àíàëîãi÷íî äî íàïiâãðóïè ìîæíà ïðè¹äíàòè i íóëü:

Òâåðäæåííÿ 2.2. Íåõàé ⟨S; ∗⟩ � íàïiâãðóïà, à o � íîâèé åëåìåíò,
ùî íå íàëåæèòü S. Äîâèçíà÷èìî îïåðàöiþ ∗ íà ìíîæèíó S ∪ {o},
ïîêëàâøè a∗ o = o∗a = o äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ S òà o∗ o = o. Òîäi S ∪{o}
ç îïåðàöi¹þ ∗ ¹ íàïiâãðóïîþ, â ÿêié åëåìåíò o ¹ íóëåì.
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Äëÿ äîâiëüíî¨ íàïiâãðóïè S ÷åðåç S1 ïîçíà÷àòèìåìî ñàìó S, ÿêùî
âîíà ìà¹ îäèíèöþ, i S ç ïðè¹äíàíîþ îäèíèöåþ ó ïðîòèâíîìó ðàçi. Àíà-
ëîãi÷íèé çìiñò ó âèïàäêó íóëÿ ìà¹ ïîçíà÷åííÿ S0. (Íå ìîæíà ïëóòàòè
S0 i S1 iç ìíîæèíîþ Sk = {a1a2 · · · ak | ai ∈ S} (k > 1) òà ç k-ì äåêàð-
òîâèì ñòåïåíåì ìíîæèíè S.)

2.2 Îñíîâíi ïðèêëàäè

Ó öüîìó ðîçäiëi X � ôiêñîâàíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà.

1. Âiëüíà íàïiâãðóïà F (X) i âiëüíèé ìîíî¨ä X∗. Íàçâåìî åëå-
ìåíòè ìíîæèíè X áóêâàìè, à ñàìó ìíîæèíó X � àëôàâiòîì. Íà ìíî-
æèíi âñiõ ñêií÷åííèõ ñëiâ (òîáòî ïîñëiäîâíîñòåé áóêâ) íàä àëôàâiòîì
X âèçíà÷èìî îïåðàöiþ ïðèïèñóâàííÿ ñëiâ (¨¨ ùå íàçèâàþòü êîíêàòå-
íàöi¹þ):

a1a2 . . . ak · b1b2 . . . bm = a1a2 . . . akb1b2 . . . bm ,

ÿêà î÷åâèäíèì ÷èíîì àñîöiàòèâíà. Îòðèìàíà íàïiâãðóïà íàçèâà¹òüñÿ
âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ íàä àëôàâiòîì X i ïîçíà÷à¹òüñÿ F (X) àáî X+.
Î÷åâèäíî, ùî F (X) íå ìiñòèòü æîäíîãî iäåìïîòåíòà.

Ïðè¹äíàííÿì äî F (X) îäèíèöi îòðèìóþòü òàê çâàíèé âiëüíèé ìî-
íî¨ä X∗ íàä àëôàâiòîì X. Ïðè¹äíàíó îäèíèöþ â öüîìó âèïàäêó çðó÷íî
iíòåðïðåòóâàòè ÿê ïîðîæí¹ ñëîâî (òîáòî ñëîâî áåç áóêâ).

2. Íàïiâãðóïà ç íóëüîâèì ìíîæåííÿì. Íåõàé 0 � âèäiëåíèé
åëåìåíò ìíîæèíè X. Äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ X ïîêëàäåìî a ∗ b = 0. Î÷å-
âèäíî, ùî äiÿ ∗ àñîöiàòèâíà. Åëåìåíò 0 ¹ íóëåì öi¹¨ íàïiâãðóïè.

3. Íàïiâãðóïà ç ëiâèì (ïðàâèì) ìíîæåííÿì. Ïðàâèëî a∗ b = a
(âiäïîâiäíî a ∗ b = b) âèçíà÷à¹ íà ìíîæèíi X àñîöiàòèâíó äiþ (ïåðåâið-
òå!). Îòðèìàíà íàïiâãðóïà íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïîþ ç ëiâèì (âiäïîâiäíî
ïðàâèì) ìíîæåííÿì i ïîçíà÷à¹òüñÿ X l (âiäïîâiäíî Xr).

Ó íàïiâãðóïi X l êîæåí åëåìåíò áóäå ëiâèì íóëåì i ïðàâîþ îäèíèöåþ.
Àíàëîãi÷íî â Xr êîæåí åëåìåíò áóäå ïðàâèì íóëåì i ëiâîþ îäèíèöåþ.
Òîìó X l íàçèâàþòü ùå íàïiâãðóïîþ ëiâèõ íóëiâ, à Xr � ïðàâèõ íóëiâ.

4. Ïðÿìîêóòíà çâ'ÿçêà. Äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A i B íà ¨õíüîìó
äåêàðòîâîìó äîáóòêîâi A × B ìîæíà âèçíà÷èòè äiþ (a, b)(c, d) = (a, d).
Îòðèìàíà íàïiâãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíîþ çâ'ÿçêîþ. Î÷åâèäíî,
ùî âñi ¨¨ åëåìåíòè ¹ iäåìïîòåíòàìè. Òåðìií �ïðÿìîêóòíà� ïîâ'ÿçàíèé iç
ãåîìåòðè÷íîþ iíòåðïðåòàöi¹þ äåêàðòîâîãî äîáóòêó.
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5. Ñèìåòðè÷íà íàïiâãðóïà T (X). Ìíîæèíà T (X) óñiõ ïåðåòâî-
ðåíü ìíîæèíè X (òîáòî âñiõ âiäîáðàæåíü iç X â X) âiäíîñíî ïðèðîäíî¨
êîìïîçèöi¨ ïåðåòâîðåíü (φ·ψ)(x) = ψ(φ(x)) (çàóâàæòå, ùî ïåðåòâîðåííÿ
âèêîíóþòüñÿ çëiâà íàïðàâî), óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ñè-
ìåòðè÷íîþ íàïiâãðóïîþ âñiõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè X. Åëåìåíòè T (X)

çðó÷íî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi äâîðÿäêîâèõ òàáëèöü φ =
(

x
φ(x)

)
x∈X

,

áî ïðè òàêîìó çàïèñi êîìïîçèöiÿ åëåìåíòiâ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà çâè÷àéíèì
ïðàâèëîì ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâîê. Íàïiâãðóïà T (X) ìà¹ îäèíèöþ � òî-

òîæíå ïåðåòâîðåííÿ e =
( x
x

)
x∈X

. ßêùî |X| = n, òî |T (X)| = nn.

Ïîðó÷ iç φ(x) äëÿ îáðàçó åëåìåíòà x ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ φ ÷à-
ñòî âæèâàþòü ïîçíà÷åííÿ xφ. Çîêðåìà, òîäi (xφ)ψ = xφψ. Ìè òàêîæ
âèêîðèñòîâóâàòèìåìî öå ïîçíà÷åííÿ.

ßêùî ïåðåòâîðåííÿ âèêîíóâàòè ñïðàâà íàëiâî: (φ◦ψ)(x) = φ(ψ(x)),

òî îäåðæèìî äâî¨ñòó ñèìåòðè÷íó íàïiâãðóïó
←−−−
T (X).

6. Íàïiâãðóïà PT (X) óñiõ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæè-
íè X. Âiäîáðàæåííÿ φ ç X â X ∪ {∅} íàçèâàòèìåìî ÷àñòêîâèì
ïåðåòâîðåííÿì ìíîæèíèX, à ìíîæèíó domφ = {x ∈ X | φ(x) ̸= ∅}
� îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî ïåðåòâîðåííÿ φ. Ìíîæèíà
ranφ = {φ(x) | x ∈ domφ} íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ çíà÷åíü ïåðåòâîðåí-
íÿ φ. ßêùî φ(x) = ∅, òî ââàæàòèìåìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ φ â òî÷öi x íå
âèçíà÷åíå. Ìíîæèíó âñiõ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíèX ïîçíà÷èìî
÷åðåç PT (X).

Òåðìií �÷àñòêîâå ïåðåòâîðåííÿ� ïîÿñíþ¹òüñÿ ïðîñòî: φ ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè ÿê âiäîáðàæåííÿ ç domφ â X.

Ïðèðîäíî âèçíà÷à¹òüñÿ êîìïîçèöiÿ φ ◦ψ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü:
(φ ◦ ψ)(x) = ψ(φ(x)), ÿêùî φ(x) ∈ domψ, i (φ ◦ ψ)(x) = ∅ â iíøîìó
âèïàäêó. Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîìïîçèöiÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ.

ßê i ó âèïàäêó T (X), åëåìåíòè PT (X) çðó÷íî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi
äâîðÿäêîâèõ òàáëèöü. Òîäi ¨õíÿ êîìïîçèöiÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ çâè÷àéíèì
÷èíîì, íàïðèêëàä,( 1 2 3

∅ 1 1

)
◦
( 1 2 3

2 1 ∅

)
=

( 1 2 3
∅ 2 2

)
.

Íàïiâãðóïà PT (X) ìiñòèòü îäèíèöþ � òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ ìíîæèíè
X, i íóëü � íiäå íå âèçíà÷åíå ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî |X| = n, òî ¨¨ ïîðÿäîê
äîðiâíþ¹ (n+ 1)n.

Âïðàâà 2.1. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ PT (X) âèêîíóþòüñÿ
âêëþ÷åííÿ dom (αβ) ⊆ domα, ran (αβ) ⊆ ranβ.
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7. Ñèìåòðè÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà IS(X). Âèäiëèìî â PT (X)
ïiäìíîæèíó IS(X) ií'¹êòèâíèõ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü, òîáòî òàêèõ åëå-
ìåíòiâ φ ∈ PT (X), ùî äëÿ âñiõ x ̸= y iç domφ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü φ(x) ̸= φ(y). Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ ÷àñòêîâèõ ií'¹êöié çíîâó ¹
÷àñòêîâîþ ií'¹êöi¹þ, òîìó IS(X) ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ íàïiâãðóïè PT (X).
IS(X) íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ ñèìåòðè÷íîþ íàïiâãðóïîþ íà ìíîæèíi
X, à ¨¨ åëåìåíòè � ÷àñòêîâèìè ïiäñòàíîâêàìè íà ìíîæèíi X.

8. Íàïiâãðóïà B(X) áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi X. Íàãà-
äà¹ìî, ùî áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà
ïiäìíîæèíà ìíîæèíè X × X. Êîìïîçèöiÿ φ ◦ ψ (¨¨ ùå íàçèâàþòü äå-
ìîðãàíiâñüêèì äîáóòêîì) áiíàðíèõ âiäíîøåíü φ i ψ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

φ ◦ ψ = {(x, y) : iñíó¹ òàêèé z ∈ X, ùî (x, z) ∈ φ i (z, y) ∈ ψ}.

Âiäíîñíî öi¹¨ äi¨ ìíîæèíà B(X) âñiõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà X óòâîðþ¹
íàïiâãðóïó, îäèíèöåþ ÿêî¨ ¹ âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi (ïåðåâiðòå!). Î÷åâè-
äíî, ùî äëÿ n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè X ïîðÿäîê íàïiâãðóïè B(X) äîðiâ-
íþ¹ 2n

2

.

Óñi íàâåäåíi âèùå íàïiâãðóïè ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè X ïðèðîäíî çà-
íóðþþòüñÿ â íàïiâãðóïó B(X). Ñïðàâäi, iç êîæíèì (÷àñòêîâèì) ïåðåòâî-
ðåííÿì f : X → X ìíîæèíè X ïðèðîäíî ïîâ'ÿçó¹òüñÿ áiíàðíå âiäíîøå-
ííÿ φf = {(x, f(x)) | x ∈ dom f} i âiäîáðàæåííÿ f 7→ φf ¹ ií'¹êòèâíèì.
ßêùî òåïåð f i g � äâà (÷àñòêîâi) ïåðåòâîðåííÿ ìíîæèíè X, òî ïàðà
(x, y) íàëåæèòü äîáóòêîâi φf ◦φg òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå z, ùî
z = f(x) i y = g(z), òîáòî êîëè y = (fg)(x). Òàêèì ÷èíîì, φf ◦φg = φfg.
Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f 7→ φf ¹ çàíóðåííÿì íàïiâãðóïè PT (X) ó B(X).

Îïèñàíå çàíóðåííÿ PT (X) ↪→ B(X) ïiäêàçó¹ iíòåðïðåòàöiþ áiíàðíî-
ãî âiäíîøåííÿ φ ∈ B(X) ÿê �áàãàòîçíà÷íîãî� ïåðåòâîðåííÿ ìíîæèíè X.

Ïðè òàêié iíòåðïðåòàöi¨ φ çðó÷íî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi φ =
(

x
Ax

)
x∈X

,

äå Ax = {y ∈ X | (x, y) ∈ φ}. Òîäi ìíîæåííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ïðèðî-
äíî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â êîìïîçèöiþ òàêèõ �áàãàòîçíà÷íèõ� ïåðåòâîðåíü.

Åëåìåíò φ íàïiâãðóïè B(X) ìîæíà òàêîæ çîáðàæóâàòè îði¹íòîâà-
íèì ãðàôîì iç ìíîæèíîþ âåðøèí X: ãðàô Γφ ìiñòèòü ñòðiëêó ç a â b
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè (a, b) ∈ φ. ßêùî X = {1, 2, . . . , n}, òî åëåìåí-
òè ç B(X) iíêîëè çðó÷íî çîáðàæóâàòè (0, 1)-ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó n: ó
ìàòðèöi Aφ = (aij) êëàäåìî aij = 1 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè (i, j) ∈ φ.

Âïðàâà 2.2. ßê çíàéòè ìàòðèöþ Aφ◦ψ äîáóòêó φ ◦ ψ, ÿêùî âiäîìi
ìàòðèöi Aφ i Aψ?
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Çàóâàæåííÿ. ßêùî X = {1, 2, . . . , n}, òî íàïiâãðóïè F (X), T (X),
PT (X), IS(X), B(X) òàêîæ ïîçíà÷àòèìåìî Fn, Tn, PT n, ISn, Bn âiä-
ïîâiäíî.

9. Íàïiâãðóïà Áðàóåðà Bn. Ó 1937 ð. Áðàóåð ïîáóäóâàâ öiêàâó
i �íåçâè÷íó� íàïiâãðóïó, ÿêà âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ çîáðàæåíü
i íà éîãî ÷åñòü ïîçíà÷à¹òüñÿ Bn. �¨ åëåìåíòàìè ¹ óñi ìîæëèâi ðîçáèò-
òÿ ìíîæèíè {1, 2, . . . , n, 1′, 2′, . . . , n′} (n ôiêñîâàíå) íà äâîåëåìåíòíi ïiä-
ìíîæèíè. Åëåìåíòè íàïiâãðóïè Bn ÷àñòî íàçèâàþòü ÷èïàìè, îñêiëüêè
¨õ çðó÷íî çîáðàæóâàòè ó âèãëÿäi ÷èïiâ, ëiâi íiæêè ÿêèõ âiäïîâiäàþòü
íåøòðèõîâàíèì ÷èñëàì, à ïðàâi � øòðèõîâàíèì, ïðè÷îìó íiæêè ïîïàð-
íî ç'¹äíàíi. Ïðàâèëî ìíîæåííÿ ÷èïiâ ëåãêî çðîçóìiòè ç ðèñ. 2: ñïî÷àòêó
øòðèõîâàíi íiæêè ïåðøîãî ÷èïà ç'¹äíó¹ìî ç âiäïîâiäíèìè íåøòðèõîâà-
íèìè íiæêàìè äðóãîãî. Öå ïðèçâîäèòü äî óòâîðåííÿ ëàíöþãiâ, êiíöÿìè
ÿêèõ áóäóòü ëiâi íiæêè ïåðøîãî ÷èïà òà ïðàâi íiæêè äðóãîãî (ïðè÷îìó
âñi òàêi íiæêè áóäóòü êiíöÿìè ÿêèõîñü ëàíöþãiâ) i, ìîæëèâî, öèêëiâ,
ÿêi ìiñòÿòü ëèøå ïðàâi íiæêè ïåðøîãî ÷èïà i ëiâi äðóãîãî. Ïiñëÿ öüîãî
êiíöi êîæíîãî ëàíöþãà ç'¹äíó¹ìî áåçïîñåðåäíüî, à ïðàâi íiæêè ïåðøîãî
÷èïà i ëiâi äðóãîãî âèêèäà¹ìî. Ó ðåçóëüòàòi çíîâó îäåðæó¹ìî ÷èï, ÿêèé
i ¹ äîáóòêîì äâîõ äàíèõ.

�
�
�

�
�
�

������

Q
Q
Q
Q
Q
Q

������

. =

Ðèñ. 2. Ìíîæåííÿ ÷èïiâ

Àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ î÷åâèäíà. Íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì íàïiâãðó-
ïè Bn ¹ ðîçáèòòÿ íà ìíîæèíè {1, 1′}, {2, 2′}, . . . , {n, n′}.

10. Íàïiâãðóïà-ñòåïiíü P(S). Öÿ íàïiâãðóïà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàä-
êîì ãëîáàëüíî¨ íàäàëãåáðè. Íåõàé S � íàïiâãðóïà. Íà ìíîæèíi P(S)
âñiõ ïiäìíîæèí íàïiâãðóïè S âèçíà÷à¹ìî ìíîæåííÿ:

A ·B = {ab : a ∈ A, b ∈ B} .
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Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî öå ìíîæåííÿ àñîöiàòèâíå. Îòðèìàíà òàêèì ÷è-
íîì íàïiâãðóïà P(S) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïîþ-ñòåïåíåì àáî ãëîáàëü-
íîþ íàäíàïiâãðóïîþ íàïiâãðóïè S. Âîíà ìiñòèòü íóëü (íèì áóäå ïîðî-
æíÿ ïiäìíîæèíà ∅).

Âïðàâà 2.3. P(S) áóäå íàïiâãðóïîþ ç îäèíèöåþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
S � íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ.

Îñêiëüêè äîáóòîê íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí òåæ áóäå íåïîðîæíüîþ
ïiäìíîæèíîþ, òî íóëü ∅ ó íàïiâãðóïi P(S) ¹ ïðè¹äíàíèì. Ïiäíàïiâ-
ãðóïó P(S)r {∅} ïîçíà÷àòèìåìî P+(S).

11. Ôàêòîðñòåïiíü íàïiâãðóïè ïåðåòâîðåíü. Íåõàé S ¹ íàïiâ-
ãðóïîþ (÷àñòêîâèõ) ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè X (òîáòî ïiäíàïiâãðóïîþ íà-
ïiâãðóïè T (X) àáî PT (X)). Äëÿ äîâiëüíèõ Y ⊆ X i A ⊆ S ïîêëàäåìî
A(Y ) = {a(y) : a ∈ A, y ∈ Y } i âèçíà÷èìî íà íàïiâãðóïi-ñòåïåíi P(S)
òàêå âiäíîøåííÿ ∼:

A ∼ B ⇔ A(x) = B(x) äëÿ âñiõ x ∈ X .

Ëåìà 2.2. Âiäíîøåííÿ ∼ ¹ êîíãðóåíöi¹þ íà P(S).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ∼ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Íåõàé
òåïåð A ∼ A1 i B ∼ B1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X ìà¹ìî

(A ·B)(x) = B(A(x)) = B(A1(x)) = B1(A1(x)) = (A1 ·B1)(x) ,

òîáòî A ·B ∼ A1 ·B1. Îòæå, ∼ ¹ êîíãðóåíöi¹þ íà P(S).

Ôàêòîðíàïiâãðóïà P(S)/ ∼ íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðñòåïåíåì íàïiâãðó-
ïè ïåðåòâîðåíü S i ïîçíà÷à¹òüñÿ FP(S).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A òîé êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîøåííÿ ∼, â ÿêèé
ïîïàäà¹ åëåìåíò A ∈ P(S). Î÷åâèäíî, ùî êëàñ {∅} ¹ íóëåì ôàêòîð-
ñòåïåíÿ FP(S). ßêùî íàïiâãðóïà S íå ìiñòèòü íiäå íå âèçíà÷åíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ (çîêðåìà, ÿêùî S ⊆ T (X)), òî {∅} = {∅} i íóëü íàïiâ-
ãðóïè FP(S) ¹ ïðè¹äíàíèì. Ó öüîìó âèïàäêó éîãî ìîæíà âiäêèíóòè é
ðîçãëÿäàòè íàïiâãðóïó FP+(S) = FP(S) r {∅}, ÿêà òåæ íàçèâà¹òüñÿ
ôàêòîðñòåïåíåì íàïiâãðóïè S.

Äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ P(S) åëåìåíò A ôàêòîðñòåïåíÿ FP(S) ìîæíà
çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi

A =

(
x

A(x)

)
x∈X

. (2.1)
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Öåé çàïèñ íàãàäó¹ òðàäèöiéíèé çàïèñ ïiäñòàíîâîê i çðó÷íèé äëÿ âèêî-
íàííÿ ìíîæåííÿ:(

x

A(x)

)
x∈X
·
(

x

A(x)

)
x∈X

=

(
x

∪
y∈A(x)

B(y)

)
. (2.2)

2.3 Çâ'ÿçîê ç óíiâåðñàëüíèìè àëãåáðàìè

Äîöiëüíiñòü âèâ÷åííÿ íàïiâãðóï áiëüøå íiæ ïåðåêîíëèâî ìîòèâó¹òüñÿ
òèì, ùî ìíîæèíà EndA åíäîìîðôiçìiâ äîâiëüíî¨ óíiâåðñàëüíî¨ àëãåáðè
A óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó âiäíîñíî êîìïîçèöi¨. Iç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó
òàêèìè íàïiâãðóïàìè ôàêòè÷íî âñå é âè÷åðïó¹òüñÿ.

Òåîðåìà 2.2. Êîæíà íàïiâãðóïà S ç îäèíèöåþ içîìîðôíà íàïiâãðóïi
End S óñiõ åíäîìîðôiçìiâ äåÿêî¨ óíiâåðñàëüíî¨ àëãåáðè S iç íîñi¹ì S.

Äîâåäåííÿ. Êîæíîìó åëåìåíòó a ∈ S çiñòàâèìî óíàðíó äiþ ωa : S → S,
ωa(x) = ax. Ïîêëàäåìî S = (S; (ωa)a∈S). Äàëi êîæíîìó b ∈ S çiñòàâèìî
ïåðåòâîðåííÿ φb : S → S, x 7→ xb. Ïîçàÿê

φb(ωa(x)) = axb = ωa(φb(x)) ,

òî φb ∈ End S.
Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Φ : S → End S, b 7→ φb, ¹ içîìîðôiçìîì.

Ñïðàâäi, φb(1) = b. Òîìó ÿêùî b1 ̸= b2, òî φb1 ̸= φb2 . Îòæå, âiäîáðàæåí-
íÿ Φ ¹ ií'¹êòèâíèì. Ç iíøîãî áîêó, íåõàé φ ∈ End S i φ(1) = b. Òîäi äëÿ
äîâiëüíîãî x

φ(x) = φ(x · 1) = φ(ωx(1)) = ωx(φ(1)) = ωx(b) = xb = φb(x),

òîáòî φ = φb. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Íàðåøòi, iç ðiâ-
íîñòåé

φab(x) = xab = xa · b = φb(φa(x)) = (φa · φb)(x)

âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ãîìîìîðôiçìîì.

Íàñëiäîê 2.1. Êîæíà ãðóïà G içîìîðôíà ãðóïi âñiõ àâòîìîðôiçìiâ
äåÿêî¨ óíiâåðñàëüíî¨ àëãåáðè ç íîñi¹ì G.

Íàñëiäîê 2.2 (Òåîðåìà Êåëi). 1. Êîæíà íàïiâãðóïà S ç îäèíèöåþ
içîìîðôíà äåÿêié ïiäíàïiâãðóïi ç T (S).

2. Êîæíà ãðóïà G içîìîðôíà äåÿêié ïiäãðóïi ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè
Sym (G).

30



Íåõàé Ω � ñèãíàòóðà, T � íàïiâãðóïà. Êîæíîìó ñèìâîëó ω ∈ Ω
çiñòàâèìî ôiêñîâàíèé åëåìåíò aω ∈ T , i ÿêùî ω ìà¹ àðíiñòü n, òî ðîç-
ãëÿíåìî íà T n-àðíó îïåðàöiþ

(x1, x2, . . . , xn) 7→ x1x2 · · ·xnaω .

Òàêèì ÷èíîì íà íàïiâãðóïi T iíäóêó¹òüñÿ òàê çâàíà ñïåöiàëüíà ïîõiäíà
àëãåáðà ñèãíàòóðè Ω.

Òåîðåìà 2.3 (Êîí�Ðåáàíå). Êîæíà óíiâåðñàëüíà àëãåáðà A ñèãíàòóðè
Ω içîìîðôíî çàíóðþ¹òüñÿ â äåÿêó ñïåöiàëüíó ïîõiäíó àëãåáðó ñèãíàòó-
ðè Ω íà ïåâíié íàïiâãðóïi S.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Ω0 � ìíîæèíà âñiõ 0-àðíèõ ñèìâîëiâ ç Ω. Ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíó M óñiõ ñêií÷åííèõ íàáîðiâ

(α1, . . . , αk), k ≥ 1, α1, . . . , αk ∈ A ∪ (Ωr Ω0) ,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêó óìîâó:

ÿêùî â íàáîði (α1, . . . , αk) çóñòði÷à¹òüñÿ ñèìâîë ω ∈ Ω àðíîñòi n, òî
ïåðåä íèì íå ìîæå ñòîÿòè n åëåìåíòiâ ìíîæèíè A.

Çà íàïiâãðóïó S âiçüìåìî ñèìåòðè÷íó íàïiâãðóïó T (M) óñiõ ïåðåòâî-
ðåíü ìíîæèíè M .

Êîæíîìó ñèìâîëó ω ∈ Ω ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïåðåòâîðåííÿ
φω ∈ T (M) çà ïðàâèëîì:

� ÿêùî (α1, . . . , αk) ∈M i ω ∈ Ω0, òî

(α1, . . . , αk)
φω = (α1, . . . , αk, aω),

äå aω � âiäïîâiäíà êîíñòàíòà ç A;
� ÿêùî æ ω ∈ (Ωr Ω0), òî

(α1, . . . , αk)
φω =

 (α1, . . . , αk, ω), ÿêùî öåé íàáið
íàëåæèòü M ;

(α1, . . . , αk−n, ω(αk−n+1, . . . , αk)) ó ïðîòèâíîìó ðàçi.

Âiäîáðàæåííÿ ω 7→ φω äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè íà T (M) ñïåöiàëüíó ïîõiäíó
àëãåáðó ñèãíàòóðè Ω. Ðîçãëÿíåìî òåïåð âiäîáðàæåííÿ

ψ : A → T (M), a 7→ ψ(a),

äå ïåðåòâîðåííÿ ψ(a) âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâèëîì

(α1, . . . , αk)
ψ(a) = (α1, . . . , αk, a) .
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Î÷åâèäíî, ùî ψ ¹ ií'¹êöi¹þ i çáåðiãà¹ 0-àðíi îïåðàöi¨. Íåõàé òåïåð ω �
îïåðàöiÿ àðíîñòi n > 0. Òîäi

(α1, . . . , αk)
ψ(ω(a1,...,an)) = (α1, . . . , αk, ω(a1, . . . , an)) =

= (α1, . . . , αk)
ψ(a1)···ψ(an) ·φω .

Îòæå, îïåðàöi¨ äîäàòíî¨ àðíîñòi òàêîæ çáåðiãàþòüñÿ. Òîìó ψ � ìîíî-
ìîðôiçì.

Òàêèì ÷èíîì, ó ïåâíîìó ñåíñi òåîðiÿ íàïiâãðóï ìiñòèòü ó ñîái âñþ
çàãàëüíó àëãåáðó.

2.4 Öèêëi÷íi íàïiâãðóïè

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ìíîæèíà ⟨a⟩ = {a, a2, a3, . . .} óñiõ ñòåïåíiâ åëåìåíòà
a óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìîíîãåííîþ (öèêëi÷íîþ)
íàïiâãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòîì a. ×èñëî |⟨a⟩| íàçèâà¹òüñÿ ïî-

ðÿäêîì åëåìåíòà a i ïîçíà÷à¹òüñÿ |a|.

Íàïiâãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî âñi ¨¨ åëåìåíòè ìàþòü
ñêií÷åííèé ïîðÿäîê.

ßêùî |a| < ∞, òî íåõàé n � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêî-
ãî åëåìåíò an çóñòði÷à¹òüñÿ â ïîñëiäîâíîñòi a, a2, a3, . . . áiëüøå îäíîãî
ðàçó, à k � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî an = an+k. ×èñëî n
íàçèâà¹òüñÿ iíäåêñîì, k � ïåðiîäîì, à ïàðà (n, k) � òèïîì åëåìåíòà a i
ìîíîãåííî¨ íàïiâãðóïè ⟨a⟩. Î÷åâèäíî, ùî n+k = |a|+1 i ùî iäåìïîòåíòè
ìàþòü òèï (1, 1).

Âïðàâà 2.4. Ó ìîíîãåííié íàïiâãðóïi òèïó (n, k) âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü an+i · an+j = an+l, äå l = (n+ i+ j)mod k.

Òåîðåìà 2.4 (Ôðîáåíióñ, 1895).
1. Âñi íåñêií÷åííi ìîíîãåííi íàïiâãðóïè içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ.
2. Äëÿ äîâiëüíèõ 1 ≤ n, k <∞ iñíó¹ ñêií÷åííà ìîíîãåííà íàïiâãðóïà

òèïó (n, k).
3. Ó ìîíîãåííié íàïiâãðóïi ⟨a⟩ òèïó (n, k) ìíîæèíà åëåìåíòiâ

Ga = {an, an+1, . . . , an+k−1} óòâîðþ¹ öèêëi÷íó ïiäãðóïó, ÿêà ¹ ìàêñè-
ìàëüíîþ ïiäãðóïîþ íàïiâãðóïè ⟨a⟩.

4. Äâi ñêií÷åííi ìîíîãåííi íàïiâãðóïè içîìîðôíi òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè ¨õíi òèïè çáiãàþòüñÿ.

5. �äèíèì iäåìïîòåíòîì ìîíîãåííî¨ íàïiâãðóïè ⟨a⟩ òèïó (n, k)
(i îäèíèöåþ ïiäãðóïè Ga) áóäå an+i, äå i = −nmod k.
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Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ⟨a⟩ = {a, a2, a3, . . .} i ⟨b⟩ = {b, b2, b3, . . .} � äâi íå-
ñêií÷åííi ìîíîãåííi íàïiâãðóïè. Òîäi âiäîáðàæåííÿ ak 7→ bk (k ≥ 1)
áóäå, î÷åâèäíî, içîìîðôiçìîì.

2. Ìîíîãåííà íàïiâãðóïà, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì

a =
(
1 2 ··· k−1 k k+1 k+2 ··· k+n−1 k+n
2 3 ··· k 1 k+2 k+3 ··· k+n ∅

)
iç ISn+k àáî åëåìåíòîì

b =
(
1 2 ··· k−1 k k+1 k+2 ··· k+n−1 k+n k+n+1
2 3 ··· k 1 k+2 k+3 ··· k+n k+n+1 k+n+1

)
iç Tn+k, ìà¹ òèï (n, k).

3. Iç îçíà÷åííÿ òèïó ìîíîãåííî¨ íàïiâãðóïè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
Ga çàìêíåíà âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòè-
íè òâåðäæåííÿ äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ φ : Ga → Zk,
ai 7→ i+ kZ, ¹ içîìîðôiçìîì. Ïîçàÿê ïîêàçíèêè åëåìåíòiâ iç Ga � öå k
ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà-
÷íèì. Òîìó òðåáà ïåðåâiðèòè ëèøå ãîìîìîðôíiñòü. Àëå âîíà âèïëèâà¹
ç âïðàâè 2.4, ïîçàÿê

(n+i+kZ)+(n+j+kZ) = n+(n+i+j)+kZ = n+(n+i+j)mod k+kZ .

Ç iíøîãî áîêó, íàïiâãðóïà ⟨a⟩ ¹ ñêií÷åííîþ, òîìó êîæåí åëåìåíò b,
ÿêèé íàëåæèòü ÿêiéñü iç ¨¨ ïiäãðóï, ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê. Çîêðåìà,
iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëîm, ùî bm= b. Åëåìåíòè a, a2, . . . , an−1 òàêî¨
âëàñòèâîñòi íå ìàþòü, òîìó âîíè íå íàëåæàòü æîäíié ïiäãðóïi. Îòæå,
ïiäãðóïà Ga ¹ ìàêñèìàëüíîþ.

4. ßêùî

⟨a⟩ = {a, a2, . . . , an, an+1, an+k−1} i ⟨b⟩ = {b, b2, . . . , bn, bn+1, bn+k−1}

� äâi ìîíîãåííi íàïiâãðóïè òèïó (n, k), òî âiäîáðàæåííÿ ak 7→ bk,
1 ≤ k < n+ k, áóäå içîìîðôiçìîì.

Íàâïàêè, íåõàé äâi ìîíîãåííi íàïiâãðóïè içîìîðôíi. ßêùî âîíè ãðó-
ïè, òî îäíàêîâiñòü òèïiâ î÷åâèäíà. ßêùî æ ìîíîãåííà íàïiâãðóïà íå ¹
ãðóïîþ, òî âîíà ìà¹ ëèøå îäèí òâiðíèé åëåìåíò, à òîìó ¨¨ òèï âèçíà÷à-
¹òüñÿ îäíîçíà÷íî.

5. Î÷åâèäíî, ùî æîäåí ç åëåìåíòiâ a, a2, . . . , an−1 íå ¹ iäåìïîòåíòîì.
Òîìó iäåìïîòåíòè òðåáà øóêàòè ëèøå ñåðåä åëåìåíòiâ iç Ga. Iç ïðàâèëà
ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïiäãðóïè Ga (âïðàâà 2.4) âèïëèâà¹, ùî åëåìåíò
an+i áóäå iäåìïîòåíòîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè i ≡ n + i + i(mod k),
òîáòî êîëè i = −n mod k. Îñêiëüêè â ãðóïi òiëüêè îäèí iäåìïîòåíò � ¨¨
îäèíèöÿ e � òî öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Íàñëiäîê 2.3. 1. Ìîíîãåííà íàïiâãðóïà ⟨a⟩ ¹ íàïiâãðóïîþ ç îäèíèöåþ
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ ãðóïîþ.

2. Iñíó¹ ðiâíî m ïîïàðíî íåiçîìîðôíèõ ìîíîãåííèõ íàïiâãðóï
ïîðÿäêó m.

Äîâåäåííÿ. 1. �äèíèé iäåìïîòåíò íàïiâãðóïè ⟨a⟩ òèïó (n, k) ìà¹ âèãëÿä
an+i, äå i ≥ 0. Àëå äëÿ äîâiëüíîãî m < n

am · an+i = an+(m+i)mod k ̸= am .

Îòæå, äëÿ íàÿâíîñòi îäèíèöi íåîáõiäíî, ùîá áóëî n = 1, òîáòî ùîá
íàïiâãðóïà ⟨a⟩ áóëà ãðóïîþ. Äîñòàòíiñòü óìîâè î÷åâèäíà.

2. Äëÿ íàïiâãðóïè ⟨a⟩ òèïó (n, k) i ïîðÿäêó m ìà¹ìî: m+ 1 = n+ k.
Î÷åâèäíî, ùî çàïèñàòè ÷èñëî m+1 ó âèãëÿäi âïîðÿäêîâàíî¨ ñóìè äâîõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n i k ìîæíà ðiâíî m ñïîñîáàìè.

Íàñëiäîê 2.4. Ó ïåðiîäè÷íié (çîêðåìà, ñêií÷åííié) íàïiâãðóïi êîæ-
íèé åëåìåíò ó äåÿêîìó ñòåïåíi áóäå iäåìïîòåíòîì. Çîêðåìà, êîæíà
ñêií÷åííà íàïiâãðóïà ìiñòèòü iäåìïîòåíò.

Çàóâàæåííÿ. 1. Ôðîáåíióñ äîâîäèâ ñâîþ òåîðåìó äëÿ íàïiâãðóï, ïî-
ðîäæåíèõ åëåìåíòàìè ãëîáàëüíî¨ íàäíàïiâãðóïè P(G) ñêií÷åííî¨ ãðóïè
G. Àëå çðîçóìiëî, ùî êîíêðåòíà ïðèðîäà òâiðíîãî åëåìåíòà a íå âiäiãðà¹
æîäíî¨ ðîëi. Òîìó éîãî òåîðåìà ¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ äîâiëüíèõ ìîíîãåí-
íèõ íàïiâãðóï.

2. Ó 30�40-õ ðð. ÕÕ ñò. òåîðåìà Ôðîáåíióñà íå ðàç ïåðåâiäêðèâà-
ëàñÿ (äåòàëi äèâ. â [5], ñ. 39). Òà é ïiçíiøå ç'ÿâëÿëèñÿ ðîáîòè, â ÿêèõ
ïðîïîíóâàëèñÿ �íîâi� äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè1.

2.5 Ïiäãðóïè òà iäåàëè

Íåõàé S � íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ e. Åëåìåíò a íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì
çëiâà (ñïðàâà), ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b, ùî ba = e (ab = e), i ïðîñòî
îáîðîòíèì, ÿêùî âií ¹ îáîðîòíèì i çëiâà, i ñïðàâà. Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî
ìíîæèíà S∗ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ íàïiâãðóïè S óòâîðþ¹ ãðóïó.

ßêùî e � äîâiëüíèé iäåìïîòåíò, òî ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòiâ iç S,
äëÿ ÿêèõ e ¹ äâîñòîðîííüîþ îäèíèöåþ, çáiãà¹òüñÿ ç eSe i ¹ ïiäíàïiâãðó-
ïîþ. Ïiäãðóïó îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ç eSe ïîçíà÷èìî ÷åðåç He, òîáòî
He = (eSe)∗.

1Îäíà ç îñòàííiõ � Lipscomb S. L. Cyclic subsemigroups of symmetric inverse semi-
groups / S. L. Lipscomb // Semigroups Forum � 34. � 1986. � P. 243�248.
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Òåîðåìà 2.5. ßêùî G � ïiäãðóïà íàïiâãðóïè S i äëÿ äåÿêîãî iäåìïî-
òåíòà e G ∩He ̸= ∅, òî G ⊆ He.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a ∈ G ∩ He, òî e ¹ äëÿ a äâîñòîðîííüîþ îäèíèöåþ.
Ïîçàÿê äëÿ äîâiëüíîãî g ∈ G iñíóþòü òàêi åëåìåíòè x, y ∈ G, ùî g = ax
i g = ya, òî eg = e · ax = ea · x = ax = g i ge = ya · e = g. Îòæå, ege = g i
g ∈ eSe.

Ç iíøîãî áîêó, iñíóþòü òàêi åëåìåíòè u, v ∈ G, ùî a = ug i a = gv. Íå-
õàé a−1 � åëåìåíò, îáåðíåíèé äî a ó ãðóïiHe. Òîäi a−1u · g = g · va−1= e,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî g ∈ He. Îñêiëüêè åëåìåíò g ∈ G � äîâiëüíèé, òî
G ⊆ He.

Íàñëiäîê 2.5. 1. Ó íàïiâãðóïi S êîæíà ïiäãðóïà He, e ∈ E(S), ¹
ìàêñèìàëüíîþ i êîæíà ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà ìà¹ òàêèé âèãëÿä.

2. ßêùî e ̸= f, òî He ∩Hf = ∅.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî îäèíèöÿ ïiäãðóïè ¹
iäåìïîòåíòîì, à òîìó êîæíà ïiäãðóïà ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ÿêîþñü He, îòæå,
ìiñòèòüñÿ â ÿêiéñü He.

Ïðèïóñòèìî, ùî He ∩ Hf ̸= ∅. Òîäi He ⊆ Hf i Hf ⊆ He, çâiäêè
He = Hf . Äðóãå òâåðäæåííÿ òåïåð âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî â ïiäãðóïi ìîæå
áóòè ëèøå îäíà îäèíèöÿ.

Åëåìåíò íàïiâãðóïè íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîâèì, ÿêùî âií íàëåæèòü
ÿêiéñü iç ¨¨ ïiäãðóï.

Ðîçãëÿíåìî, ÿê âëàøòîâàíi ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè â íàïiâãðóïi ISn.

Ëåìà 2.3. Åëåìåíò α ∈ ISn áóäå iäåìïîòåíòîì òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè âií äi¹ òîòîæíî íà ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç domα ïîçíà÷à¹òüñÿ îáëàñòü âèçíà÷å-
ííÿ åëåìåíòà α. ßêùî äëÿ âñiõ x ∈ domα ìà¹ìî α(x) = x, òî äëÿ âñiõ
x ∈ domα òàêîæ ìà¹ìî α2(x) = α(α(x)) = α(x). Òîìó domα2 ⊇ domα.
Iç äðóãîãî áîêó, çàâæäè domα2 ⊆ domα. Òîìó domα2 = domα i α2 = α.

Íåõàé òåïåð α2 = α. Òîäi α(α(x)) = α(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ domα.
Îòæå, òî÷êà α(x) òàêîæ íàëåæèòü domα, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ α â òî-
÷êàõ x òà α(x) îäíàêîâi. Îñêiëüêè α ¹ ií'¹êòèâíèì ïåðåòâîðåííÿì, òî
α(x) = x.

Òàêèì ÷èíîì, ó íàïiâãðóïi ISn iäåìïîòåíòè îäíîçíà÷íî çàäàþòüñÿ
ñâî¨ìè îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ. Îòðèìó¹ìî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiä-
íiñòü ìiæ iäåìïîòåíòàìè ç ISn òà ïiäìíîæèíàìè ç {1, 2, . . . , n}, çâiäêè
îäðàçó âèïëèâà¹
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Òâåðäæåííÿ 2.3. Íàïiâãðóïà ISn ìiñòèòü 2n iäåìïîòåíòiâ.

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé e ∈ ISn � iäåìïîòåíò. Åëåìåíò α ∈ ISn íà-
ëåæèòü ïiäãðóïi He òîäi é ëèøå òîäi, êîëè domα = ranα = dom e.
Çîêðåìà, ïiäãðóïà He içîìîðôíà ñèìåòðè÷íié ãðóïi Sk, äå k � ðàíã
iäåìïîòåíòà e.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé dom e = A = {a1, a2, . . . , ak}. Ïîçàÿê e � iäåìïîòåíò,
òî e ¹ òîòîæíèì ïåðåòâîðåííÿì ìíîæèíè A i ran e = A.

ßêùî α ∈ He, òî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî m > 1, ùî
αm = α · αm−1 = e. Êðiì òîãî, e · α = α. Çâiäñè i ç âïðàâè 2.1 âèïëèâà¹,
ùî dom e ⊆ domα i domα ⊆ dom e. Îòæå, domα = dom e. Àíàëîãi÷íî
äîâîäèòüñÿ, ùî ranα ⊆ ran e. Îòæå, domα = ranα = dom e.

Íåõàé òåïåð domα = ranα = dom e. Î÷åâèäíî, ùî eα = αe = α.
Iç ií'¹êòèâíîñòi α âèïëèâà¹, ùî α ¹ ái¹êòèâíèì ïåðåòâîðåííÿì ìíîæè-
íè A. Àëå òîäi äëÿ íüîãî iñíó¹ îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ β ìíîæèíè A.
ßêùî β ðîçãëÿäàòè ÿê âèçíà÷åíå íà A ÷àñòêîâå ïåðåòâîðåííÿ ìíîæèíè
{1, 2, . . . , n}, òî β ¹ åëåìåíòîì iç ISn. Î÷åâèäíî, ùî αβ = βα = e. Îòæå,
α ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì íàïiâãðóïè e ISne, à òîìó α ∈ He.

Òàêèì ÷èíîì, ó ïiäãðóïó He ïîòðàïëÿþòü òi é ëèøå òi åëåìåíòè ç
ISn, ÿêi ¹ ái¹êòèâíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ìíîæèíè A = {a1, a2, . . . , ak}.
Çðîçóìiëî, ùî ñóêóïíiñòü òàêèõ ïåðåòâîðåíü óòâîðþ¹ ãðóïó, içîìîðôíó
ãðóïi Sk.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà I íàïiâãðóïè ⟨S; ∗⟩ íàçèâà¹-
òüñÿ ïðàâèì (âiäïîâiäíî ëiâèì, äâîñòîðîííiì) iäåàëîì, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ a ∈ I i x ∈ S âèêîíó¹òüñÿ a ∗ x ∈ I (âiäïîâiäíî x ∗ a ∈ I,
a ∗ x ∈ I i x ∗ a ∈ I). Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî I ∗ S ⊆ I (âiäïîâiäíî
S ∗ I ⊆ I, I ∗ S ⊆ I i S ∗ I ⊆ I). Äâîñòîðîííi iäåàëè ÷àñòî íàçèâàþòü
ïðîñòî iäåàëàìè.

ßêùî I ¹ ïðàâèì (âiäïîâiäíî ëiâèì, äâîñòîðîííiì) iäåàëîì íàïiâ-
ãðóïè S, òî ïèøóòü I �r S (âiäïîâiäíî I �l S, I � S).

Î÷åâèäíî, ùî êîæíèé ëiâèé (ïðàâèé, äâîñòîðîííié) iäåàë áóäå ïiä-
íàïiâãðóïîþ. Îäíàê îáåðíåíå òâåðäæåííÿ ¹ íåïðàâèëüíèì. Êðiì òîãî,
ó êîìóòàòèâíié íàïiâãðóïi ïîíÿòòÿ ëiâîãî, ïðàâîãî òà äâîñòîðîííüîãî
iäåàëiâ çáiãàþòüñÿ.

Ïðèêëàäè. 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè M ⊆ S ìíî-
æèíè S ∗M, M ∗S i S ∗M ∗S áóäóòü âiäïîâiäíî ëiâèì, ïðàâèì i äâîñòî-
ðîííiì iäåàëàìè íàïiâãðóïè S. Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n > 1 ìíîæèíà Sn áóäå äâîñòîðîííiì iäåàëîì.
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2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k ìíîæèíà Nk = {n ∈ N | n ≥ k} áó-
äå iäåàëîì íàïiâãðóïè ⟨N; +⟩. Ëåãêî áà÷èòè, ùî iíøèõ iäåàëiâ öÿ íàïiâ-
ãðóïà íå ìà¹.

3. Ó íàïiâãðóïi ç íóëüîâèì ìíîæåííÿì iäåàëîì ¹ áóäü-ÿêà ìíîæèíà,
ùî ìiñòèòü 0.

4. Ó íàïiâãðóïi ëiâèõ íóëiâ êîæíà ïiäìíîæèíà ¹ ëiâèì iäåàëîì, à
ïðàâèé iäåàë ëèøå îäèí � óñÿ íàïiâãðóïà.

5. Ó ãðóïi ¹ òiëüêè îäèí ëiâèé (âií æå ¹äèíèé ïðàâèé i ¹äèíèé äâî-
ñòîðîííié) iäåàë � ñàìà ãðóïà.

Âïðàâà 2.5. 1. Îá'¹äíàííÿ
∪
k Ik äîâiëüíî¨ ðîäèíè ëiâèõ (ïðàâèõ,

äâîñòîðîííiõ) iäåàëiâ áóäå ëiâèì (ïðàâèì, äâîñòîðîííiì) iäåàëîì.
2. Íåïîðîæíié ïåðåòèí

∩
k Ik äîâiëüíî¨ ðîäèíè ëiâèõ (ïðàâèõ, äâî-

ñòîðîííiõ) iäåàëiâ çíîâó áóäå ëiâèì (ïðàâèì, äâîñòîðîííiì) iäåàëîì.
3. Äîáóòîê I ∗ J äâîõ ëiâèõ (ïðàâèõ, äâîñòîðîííiõ) iäåàëiâ I òà J

áóäå ëiâèì (ïðàâèì, äâîñòîðîííiì) iäåàëîì.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ iäåàëiâ I i J íàïiâãðóïè S âèêîíó-
¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ IJ ⊆ I ∩ J . Òîìó ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ðîäèíè
äâîñòîðîííiõ iäåàëiâ ¹ íåïóñòèì. ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî, ùî êîæíà íà-
ïiâãðóïà ìiñòèòü íå áiëüøå îäíîãî ìiíiìàëüíîãî çà âêëþ÷åííÿì iäåàëó.

Çàóâàæåííÿ. Íà âiäìiíó âiä äâîñòîðîííiõ, ïåðåòèí äâîõ îäíîñòîðîí-
íiõ iäåàëiâ ìîæå âèÿâèòèñÿ ïîðîæíiì (íàïðèêëàä, ïåðåòèí äâîõ ëiâèõ
iäåàëiâ ó íàïiâãðóïi ëiâèõ íóëiâ). Ó òàêèõ âèïàäêàõ, ùîá çðîáèòè ìíî-
æèíó îäíîñòîðîííiõ iäåàëiâ çàìêíåíîþ âiäíîñíî ïåðåòèíiâ, äî iäåàëiâ
÷àñòî áóâà¹ çðó÷íî çàðàõóâàòè i ïîðîæíþ ìíîæèíó.

Âïðàâà 2.6. Äîâåäiòü, ùî â íàïiâãðóïi ⟨N; +⟩ ïåðåòèí óñiõ iäåàëiâ ¹
ïîðîæíiì. Çîêðåìà, öÿ íàïiâãðóïà íå ìiñòèòü ìiíiìàëüíèõ çà âêëþ-
÷åííÿì iäåàëiâ.

Iç âïðàâè 2.5.2 âèïëèâà¹, ùî ñåðåä óñiõ ëiâèõ iäåàëiâ íàïiâãðóïè S,
ÿêi ìiñòÿòü äàíèé åëåìåíò a, ¹ íàéìåíøèé (âií ¹ ïåðåòèíîì óñiõ ëiâèõ
iäåàëiâ, ùî ìiñòÿòü a). Âií íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì ëiâèì iäåàëîì, ïîðî-
äæåíèì åëåìåíòîì a. Ëåãêî áà÷èòè, ùî öåé iäåàë ïîâèíåí ìiñòèòè a i âñi
éîãî ëiâi êðàòíi, òîìó âií çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ S1a. Àíàëîãi÷íî âè-
çíà÷àþòüñÿ ïîðîäæåíi åëåìåíòîì a ãîëîâíi ïðàâèé aS1 i äâîñòîðîííié
S1aS1 iäåàëè.

Çðîçóìiëî, ùî êîæíèé (îäíîñòîðîííié) iäåàë ¹ îá'¹äíàííÿì òèõ (îä-
íîñòîðîííiõ) ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ÿêi â íüîìó ìiñòÿòüñÿ. Òîìó ïðè äîñëi-
äæåííi iäåàëiâ êîíêðåòíî¨ íàïiâãðóïè íàñàìïåðåä çâåðòàþòü óâàãó íà
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ãîëîâíi iäåàëè. Ðîçãëÿíåìî, ÿê óëàøòîâàíi ãîëîâíi iäåàëè â êëàñè÷íèõ
íàïiâãðóïàõ ïåðåòâîðåíü.

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé S � îäíà ç íàïiâãðóï Tn, PT n àáî ISn. Òîäi ëiâèé
ãîëîâíèé iäåàë, ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì α, çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ

Il(α) = {β ∈ S | ranβ ⊆ ranα}.

Äîâåäåííÿ. Iç âïðàâè 2.1 îäðàçó âèïëèâà¹, ùî Sα ⊆ Il(α). Òîìó òðåáà
äîâåñòè ëèøå çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ.

Íåõàé β ∈ Il(α) i ranβ = {b1, b2, . . . , bk}. Ïîçàÿê ranβ ⊆ ranα, òî äëÿ
êîæíîãî i (1 ≤ i ≤ k) iñíó¹ òàêå ai ∈ domα, ùî α(ai) = bi. Ðîçãëÿíåìî
òåïåð åëåìåíò γ, ÿêèé ìà¹ òó ñàìó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, ùî é β, i âiäði-
çíÿ¹òüñÿ âiä β òiëüêè òèì, ùî êîëè β(x) = bi, òî γ(x) = ai. Òîäi β = γα.
À öå îçíà÷à¹, ùî β ∈ Sα, ùî é äîâîäèòü çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ó êîæíié iç íàïiâãðóï Tn, PT n àáî ISn ëiâèé ãîëîâíèé
iäåàë ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ çàäàííÿì äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè ç {1, 2, . . . , n}
� ìíîæèíè çíà÷åíü åëåìåíòà α. Çîêðåìà, ó êîæíié iç íàïiâãðóï PT n
àáî ISn ¹ ðiâíî 2n ëiâèõ ãîëîâíèõ iäåàëiâ, à â íàïiâãðóïi Tn ¨õ 2n−1
(â îñòàííüîìó âèïàäêó ìíîæèíà çíà÷åíü íå ìîæå áóòè ïîðîæíüîþ).

Âïðàâà 2.7. Äîâåäiòü, ùî â íàïiâãðóïi ISn ïðàâèé ãîëîâíèé iäåàë,
ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì α, çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ

Ir(α) = {β ∈ S | domβ ⊆ domα}.

Ïðàâi ãîëîâíi iäåàëè â íàïiâãðóïàõ Tn i PT n âëàøòîâàíi òðîõè iíàê-
øå (äèâ. çàäà÷i 28 i 29).

Íåõàé I � iäåàë íàïiâãðóïè S. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî âiäíîøåííÿ

a ∼I b :⇔ a = b àáî a i b îäíî÷àñíî íàëåæàòü iäåàëó I

¹ êîíãðóåíöi¹þ íà íàïiâãðóïi S, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíöi¹þ Ðiñà çà
iäåàëîì I. Ôàêòîðíàïiâãðóïà S/∼I çà öi¹þ êîíãðóåíöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ
ôàêòîðíàïiâãðóïîþ Ðiñà àáî ôàêòîðîì Ðiñà çà iäåàëîì I i ïîçíà÷à¹-
òüñÿ S/I.

Çàóâàæèìî, ùî â êîíãðóåíöi¨ Ðiñà âñi êëàñè êîíãðóåíöi¨ (çà âèíÿò-
êîì, ìîæëèâî, êëàñó, ùî çáiãà¹òüñÿ ç iäåàëîì I) ¹ îäíîåëåìåíòíèìè.
Òîìó ëåãêî çðîçóìiòè, ùî íå êîæíà êîíãðóåíöiÿ íà íàïiâãðóïi ¹ êîí-
ãðóåíöi¹þ Ðiñà. Íàïðèêëàä, ó íàïiâãðóïi ç íóëüîâèì ìíîæåííÿì êîæíå

âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi áóäå êîíãðóåíöi¹þ. Âîäíî÷àñ, ÿê âèïëèâà¹
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ç ïðèêëàäó 3 íà ñ. 37, êîíãðóåíöiÿ Ðiñà íà öié íàïiâãðóïi ìîæå ìiñòèòè
ùîíàéáiëüøå îäèí íåîäíîåëåìåíòíèé êëàñ � òîé, êóäè ïîòðàïëÿ¹ íóëü.

Ãîëîâíèì iäåàëüíèì ðÿäîì íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé
çà âêëþ÷åííÿì ñêií÷åííèé ëàíöþã

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In = S (2.3)

iäåàëiâ ç S. Çîêðåìà, ó òàêîìó ðÿäi iäåàë I1 ¹ ìiíiìàëüíèì i äëÿ äîâiëü-
íèõ k (1 ≤ k < n) òà iäåàëó I ç Ik ⊆ I ⊆ Ik+1 âèïëèâà¹ I = Ik àáî
I = Ik+1.

Ôàêòîðíàïiâãðóïè Ðiñà Ik+1/Ik òà iäåàë I1 íàçèâàþòüñÿ ôàêòîðàìè
ãîëîâíîãî iäåàëüíîãî ðÿäó (2.3).

Ó ñêií÷åííèõ íàïiâãðóïàõ ãîëîâíi iäåàëüíi ðÿäè çàâæäè iñíóþòü, i
¨õ ìîæå áóòè áàãàòî. Ó íåñêií÷åííèõ íàïiâãðóïàõ ãîëîâíi iäåàëüíi ðÿäè
ìîæóòü i íå iñíóâàòè.

Âïðàâà 2.8. Îïèøiòü óñi ãîëîâíi iäåàëüíi ðÿäè i ïiäðàõóéòå ¨õíþ êiëü-
êiñòü ó n-åëåìåíòíié íàïiâãðóïi ç íóëüîâèì ìíîæåííÿì.

Ëåìà 2.4. Íåõàé I2 ⊂ I1 � iäåàëè íàïiâãðóïè S, ïðè÷îìó ìiæ I2
òà I1 íåìà¹ ïðîìiæíèõ iäåàëiâ. Äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ I1 r I2 ïîêëàäå-
ìî J(a) = {x ∈ (a) | a ̸∈ (x)}. Òîäi I1 r I2 = (a)r J(a).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ðîçiá'¹ìî íà êiëüêà êðîêiâ.
1. I2 ∪ (a) = I1, áî ìiæ I2 òà I1 íåìà¹ ïðîìiæíèõ iäåàëiâ. Òîìó

I1 r I2 ⊆ (a) (ðèñ. 3).

'
&

$
%a

I1I2

(a)
r r b��

��
J(a)

Ðèñ. 3

2. ßêùî b ∈ I1 r I2, òî çà ïîïåðåäíiì b ∈ (a) i a ∈ (b). Îòæå, b ̸∈ J(a)
i (a)r J(a) ⊇ I1 r I2.

3. ßêùî x ∈ I2, òî (x) ⊆ I2 i a ̸∈ (x). Òîìó àáî x ̸∈ (a), àáî x ∈ J(a).
Â îáîõ âèïàäêàõ x ̸∈ (a)rJ(a). Îòæå, (a)r J(a) ⊆ I1 r I2. Ðàçîì iç ï. 1
öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ ëåìè.
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Òåîðåìà 2.8 (Òåîðåìà Æîðäàíà�Ãåëüäåðà äëÿ íàïiâãðóï). Áóäü-ÿêi
äâà ãîëîâíi iäåàëüíi ðÿäè íàïiâãðóïè S ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó, à ¨õíi
ôàêòîðè, iç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè, ïîïàðíî içîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî a ∈ S îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíà òà ëàíêà I2 ⊂ I1
ãîëîâíîãî iäåàëüíîãî ðÿäó, äëÿ ÿêî¨ a ∈ I1 r I2. Iç äîâåäåííÿ ëåìè 2.4
âèïëèâà¹, ùî J(a) = (a) ∩ I2, à òîìó J(a) ¹ iäåàëîì â (a). Iç öi¹¨ ëåìè
òàêîæ âèïëèâà¹, ùî I1/I2 = (a)/J(a). Îòæå, ôàêòîð I1/I2 çàëåæèòü
ëèøå âiä åëåìåíòà a, à íå âiä iäåàëüíîãî ðÿäó. Òàêèì ÷èíîì, óñi ôàêòîðè
ãîëîâíîãî iäåàëüíîãî ðÿäó îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ íàïiâãðóïîþ S.

2.6 Âiäíîøåííÿ �ðiíà

Î÷åâèäíî, ùî êîæíèé ëiâèé (ïðàâèé, äâîñòîðîííié) iäåàë ¹ îá'¹äíàííÿì
ãîëîâíèõ. Ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿêi åëåìåíòè íàïiâãðóïè ïîðî-
äæóþòü îäèí i òîé ñàìèé ãîëîâíèé iäåàë. Öå áåçïîñåðåäíüî ïðèâîäèòü
íàñ äî âiäíîøåíü �ðiíà.

Åëåìåíòè a i b íàïiâãðóïè S íàçèâàþòüñÿ L-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî
âîíè ïîðîäæóþòü îäèí i òîé ñàìèé ëiâèé ãîëîâíèé iäåàë. Iíøèìè ñëîâà-
ìè, aLb òîäi é ëèøå òîäi, êîëè S1a = S1b. Î÷åâèäíî, ùî L ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi. Êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî âiäíîøåííÿ íàçèâàþòüñÿ
L-êëàñàìè. ×åðåç L(a) ïîçíà÷à¹òüñÿ òîé L-êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò a.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.4. aLb òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi åëåìåíòè
x, y ∈ S1, ùî b = xa i a = yb.

Äâî¨ñòèì ÷èíîì âèçíà÷à¹òüñÿ âiäíîøåííÿ R: åëåìåíòè a i b íàïiâ-
ãðóïè S íàçèâàþòüñÿ R-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè ïîðîäæóþòü îäèí
i òîé ñàìèé ïðàâèé ãîëîâíèé iäåàë. Iíøèìè ñëîâàìè, aRb òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè aS1 = bS1. Êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî âiäíîøåííÿ íàçèâàþ-
òüñÿ R-êëàñàìè, à ÷åðåç R(a) ïîçíà÷à¹òüñÿ òîé R-êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü a.

Òâåðäæåííÿ 2.5. aRb òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi åëåìåíòè
x, y ∈ S1, ùî b = ax i a = by.

Ëåìà 2.5. Âiäíîøåííÿ L i R êîìóòóþòü ÿê åëåìåíòè íàïiâãðóïè
B(S), òîáòî L ◦ R = R ◦ L.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé (a, b) ∈ L◦R. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò c ∈ S, ùî aLc
i cRb. Çà òâåðäæåííÿìè 2.4 i 2.5 iñíóþòü òàêi u, v, x, y ∈ S1, ùî

a = uc, c = va, c = bx, b = cy.

Äëÿ åëåìåíòà d = ucy òåïåð ìà¹ìî

d = uc · y = ay i a = uc = u · bx = u · cy · x = ucy · x = dx.

Òîìó aRd. Êðiì òîãî,

d = u · cy = ub i b = cy = va · y = v · uc · y = v · ucy = vd.

Òîìó dLb. Îòæå, (a, b) ∈ R ◦ L i L ◦ R ⊆ R ◦ L.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ.

Ëåìà 2.6. L◦R ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, ïðè÷îìó öå íàéìåíøå
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêå ìiñòèòü êîæíå ç âiäíîøåíü L i R.

Äîâåäåííÿ. Ðåôëåêñèâíiñòü âiäíîøåííÿ L ◦ R î÷åâèäíà.
Ñèìåòðè÷íiñòü. Íåõàé (a, b) ∈ L◦R. Òîäi iñíó¹ òàêå c, ùî (a, c) ∈ L i

(c, b) ∈ R. Îñêiëüêè L i R ¹ âiäíîøåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi, òî (b, c) ∈ R
i (c, a) ∈ L. Îòæå, (b, a) ∈ R◦L. Àëå L iR êîìóòóþòü, òîìó (b, a) ∈ L◦R.

Òðàíçèòèâíiñòü. Íåõàé ïàðè (a, b) i (b, c) íàëåæàòü âiäíîøåííþ
L ◦ R. Òîäi iñíóþòü òàêi u i v, ùî (a, u) ∈ L, (u, b) ∈ R, (b, v) ∈ L,
(v, c) ∈ R. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (u, v) ∈ R ◦ L. Ïîçàÿê R ◦ L = L ◦ R,
òî iñíó¹ òàêå w, ùî (u,w) ∈ L, (w, v) ∈ R. Iç òðàíçèòèâíîñòi âiäíîøåíü
åêâiâàëåíòíîñòi L i R îòðèìó¹ìî, ùî (a,w) ∈ L, (w, c) ∈ R, çâiäêè
(a, c) ∈ L ◦ R.

Âiäíîøåííÿ L◦R ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì D. ßêùî aDb, òî åëåìåíòè a
i b íàçèâàþòüñÿ D-åêâiâàëåíòíèìè. Êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîøåííÿ
D íàçèâàþòüñÿ D-êëàñàìè, à ÷åðåç D(a) ïîçíà÷à¹òüñÿ òîé D-êëàñ, ÿêèé
ìiñòèòü a.

Âiäíîøåííÿ L∩R ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì H. Ïîäiáíî ïîïåðåäíiì âiä-
íîøåííÿì, âèçíà÷àþòüñÿ H-åêâiâàëåíòíi åëåìåíòè i H-êëàñè. Çîêðåìà,
÷åðåç H(a) ïîçíà÷à¹òüñÿ òîé H-êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü a.

Íàðåøòi, åëåìåíòè a i b íàçèâàþòüñÿ J -åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè
ïîðîäæóþòü îäèí i òîé ñàìèé äâîñòîðîííié ãîëîâíèé iäåàë. Iíøèìè ñëî-
âàìè, aJ b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè S1aS1 = S1bS1. Êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi
öüîãî âiäíîøåííÿ íàçèâàþòüñÿ J -êëàñàìè, à ÷åðåç J (a) ïîçíà÷à¹òüñÿ
òîé J -êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü a.
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Òâåðäæåííÿ 2.6. aJ b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi åëåìåí-
òè x, y, u, v ∈ S1, ùî b = xay i a = ubv.

Âiäíîøåííÿ L, R, D, H i J íàçèâàþòüñÿ âiäíîøåííÿìè �ðiíà. Î÷å-
âèäíî, ùî âiäíîøåííÿ J ìiñòèòü êîæíå ç âiäíîøåíü L i R, à òîìó, çà
ëåìîþ 2.6, âîíî ìiñòèòü i âiäíîøåííÿ D. Òîìó äëÿ öèõ âiäíîøåíü ìà¹ìî
òàêó äiàãðàìó âêëþ÷åíü
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Òåîðåìà 2.9. Äëÿ ïåðiîäè÷íî¨ íàïiâãðóïè S âiäíîøåííÿ �ðiíà D i J
çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê D ⊆ J , òî òðåáà äîâåñòè ëèøå âêëþ÷åííÿ D ⊇ J .
Íåõàé aJ b. Çà òâåðäæåííÿì 2.6 iñíóþòü òàêi åëåìåíòè x, y, u, v ∈ S1,
ùî b = xay i a = ubv. Òîäi

a = uxayv = (ux)k · a · (yv)k

äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k. Iç ïåðiîäè÷íîñòi íàïiâãðóïè S
âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêèõ ÷èñåë m i n, ùî åëåìåíòè e = (ux)m i
f = (yv)n ¹ iäåìïîòåíòàìè. Òîìó

a = (ux)mn · a · (yv)mn = eaf = ea = af .

Äëÿ åëåìåíòà c = x · a ìà¹ìî:

a = ea = (ux)ma = (ux)m−1u · xa = (ux)m−1u · c .

Òîìó aLc. Ç iíøîãî áîêó, b = xay = c · y i

c = xa = xaf = xa(yv)n = xay · v(yv)n−1 = b · v(yv)n−1 .

Òîìó cRb. Àëå òîäi (a, b) ∈ L◦R = D, ùî é äîâîäèòü âêëþ÷åííÿ J ⊆ D.

Çîêðåìà, D = J äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííî¨ íàïiâãðóïè.
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Ëåìà 2.7 (�ðií). Íåõàé aRb i u, v � òàêi åëåìåíòè ç S1, ùî au = b,
bv = a. Òîäi âiäîáðàæåííÿ µu : x 7→ xu i µv : y 7→ yv ¹ âçà¹ìíî îáåð-
íåíèìè âiäîáðàæåííÿìè L-êëàñó L(a) íà L-êëàñ L(b) i íàâïàêè. Êðiì
òîãî, öi âiäîáðàæåííÿ çáåðiãàþòü H-êëàñè, òîáòî äâà åëåìåíòè x1 i
x2 iç L(a) íàëåæàòü îäíîìó H-êëàñó òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¨õ îáðàçè
y1 = x1u i y2 = x2u ïðè âiäîáðàæåííi µu íàëåæàòü îäíîìó H-êëàñó.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê âiäíîøåííÿ L ñòàáiëüíå ñïðàâà, òî ç aLx âèïëèâà¹
auLxu. Îòæå, µu âiäîáðàæà¹ êëàñ L(a) ó êëàñ L(b). Àíàëîãi÷íî µv
âiäîáðàæà¹ êëàñ L(b) ó êëàñ L(a).

ßêùî x ∈ L(a), òî iñíó¹ òàêèé z ∈ S1, ùî x = za. Äàëi ìà¹ìî

x = za
µu7−→ zau = zb

µv7−→ zbv = za = x .

Îòæå, µuµv = idL(a). Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî µvµu = idL(b). Òîìó
âiäîáðàæåííÿ µu i µv ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè.

Íåõàé òåïåð x1, x2 ∈ L(a) i x1Hx2. Iç äîâåäåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî
x1uLx2u. Êðiì òîãî, x1Rx2. Îñêiëüêè x1u = x1 · u i x1 = x1uv = x1u · v,
òî x1Rx1u. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî x2Rx2u. Òîìó x1uRx2u i
x1uHx2u. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Î÷åâèäíî, ùî áóäå ïðàâèëüíèì i äâî¨ñòèé âàðiàíò ëåìè �ðiíà:
ßêùî aLb i u, v � òàêi åëåìåíòè ç S1, ùî ua = b, vb = a, òî

âiäîáðàæåííÿ λu : x 7→ ux i λv : y 7→ vy ¹ ái¹êöiÿìè ìiæ êëàñàìè R(a)
i R(b), ÿêi çáåðiãàþòü H-êëàñè.

Íàñëiäîê 2.6. Âñi R-êëàñè (âiäïîâiäíî L-êëàñè, H-êëàñè) íàïiâãðóïè
S, ùî íàëåæàòü îäíîìó D-êëàñó, ðiâíîïîòóæíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé aDb. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò c, ùî aLc i cRb. Çà
òâåðäæåííÿì 2.5 iñíóþòü òàêi u i v, ùî cu = b i bv = c. Iç ëåìè �ði-
íà îäðàçó âèïëèâà¹, ùî êëàñè L(b) i L(c) ðiâíîïîòóæíi. Êðiì òîãî,
L(a) = L(c). Îòæå, L(a) i L(b) ðiâíîïîòóæíi.

Ðiâíîïîòóæíiñòü êëàñiâ R(a) i R(b) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.
Äàëi, iç ëåìè �ðiíà âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ µu : x 7→ xu êëàñ

H(c) ái¹êòèâíî âiäîáðàæà¹ íà êëàñ H(b). Àíàëîãi÷íî ç äâî¨ñòîãî âàðiàí-
òà ëåìè �ðiíà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ái¹êöiÿ êëàñó H(c) íà êëàñ H(a). Òîìó
H(a) i H(b) òàêîæ ðiâíîïîòóæíi.

Iç öüîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹, ùî êîæíèé D-êëàñ D ìîæíà çîáðàçèòè
ó âèãëÿäi ïðÿìîêóòíî¨ òàáëèöi
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R(a1)
R(a2)
...

R(ak)

. . .

. . .
...

...
...

. . .

L(b1) L(b2) . . . L(bm)

�¨ ðÿäêè âiäïîâiäàþòü R-êëàñàì, ùî ìiñòÿòüñÿ â D, à ñòîâï÷èêè � àíà-
ëîãi÷íèì L-êëàñàì. Êëiòèíêè òàáëèöi áóäóòü âiäïîâiäàòè H-êëàñàì, ùî
ìiñòÿòüñÿ â D. Öþ òàáëèöþ íàçèâàþòü egg-box�äiàãðàìîþ2 êëàñó D.

Òåîðåìà 2.10. Ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè íàïiâãðóïè S � öå òi H-êëàñè,
ÿêi ìiñòÿòü iäåìïîòåíòè.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî H-êëàñ, ÿêèé íå ìiñòèòü iäåìïîòåíòà, íå ìî-
æå áóòè ïiäãðóïîþ. Íåõàé òåïåð H-êëàñ H ìiñòèòü iäåìïîòåíò e. Ëåãêî
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà He ìiñòèòüñÿ â H. Ðîçãëÿíåìî
äîâiëüíèé åëåìåíò a ∈ H. Îñêiëüêè eLa i eRa, òî iñíóþòü òàêi x, y ∈ S1,
ùî a = ex = ye. Àëå òîäi ea = ae = a. Îòæå, e ¹ äâîñòîðîííüîþ îäèíè-
öåþ äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ iç H, à òîìó H ìiñòèòüñÿ â ïiäíàïiâãðóïi eSe.
Êðiì òîãî, iç ñïiââiäíîøåíü eLa i eRa âèïëèâà¹, ùî êîëè a ̸= e, òî iñíó-
þòü òàêi u, v ∈ S, ùî e = ua = av. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî e = eue·a = a·eve.
Îòæå, åëåìåíò a ¹ îáîðîòíèì ó íàïiâãðóïi eSe, òîáòî íàëåæèòü ìàêñè-
ìàëüíié ïiäãðóïi He. Òîìó H ⊆ He. Òàêèì ÷èíîì, H = He.

2.7 Íiëüïîòåíòíi íàïiâãðóïè

Íåõàé S � íàïiâãðóïà ç íóëåì 0. Åëåìåíò a ∈ S íàçèâà¹òüñÿ íiëüïî-
òåíòíèì àáî íiëüåëåìåíòîì, ÿêùî an = 0 äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n. Íàïiâãðóïà, óñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íiëüïîòåíòíèìè, íàçèâà¹òüñÿ
íiëüíàïiâãðóïîþ.

Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ íiëüïîòåíòíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî n, ùî a1a2 · · · an = 0 äëÿ äîâiëüíèõ a1, a2, . . . , an ∈ S.
Íàéìåíøå òàêå n íàçèâà¹òüñÿ êëàñîì (àáî ñòóïåíåì) íiëüïîòåíòíî-
ñòi íàïiâãðóïè S.

Î÷åâèäíî, ùî íiëüïîòåíòíà íàïiâãðóïà ¹ íiëüíàïiâãðóïîþ. Îáåðíåíå
òâåðäæåííÿ, óçàãàëi êàæó÷è, íåïðàâèëüíå.

2Àíãëiéñüêå ñëîâî egg-box îçíà÷à¹ ëîòîê äëÿ ÿ¹öü.
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Ïðèêëàä. Ó íàïiâãðóïi

T = {τ ∈ IS(N) : |dom τ | ≤ 1 i ÿêùî dom τ = {x}, òî xτ > x} (2.4)

êîæåí åëåìåíò ¹ íiëüïîòåíòíèì, áî âæå ó êâàäðàòi äîðiâíþ¹ 0. Àëå T
íå ¹ íiëüïîòåíòíîþ. Ñïðàâäi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç τa,b åëåìåíò, äëÿ ÿêîãî
dom τ = {a} i aτ = b. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ìà¹ìî

τ1,2τ2,3 · · · τn,n+1 = τ1,n+1 ̸= 0 .

Îäíàê ñêií÷åííi íiëüíàïiâãðóïè ¹ íiëüïîòåíòíèìè.

Òåîðåìà 2.11. Äëÿ ñêií÷åííî¨ íàïiâãðóïè S iç íóëåì 0 íàñòóïíi óìîâè
ðiâíîñèëüíi:

(i) S � íiëüïîòåíòíà íàïiâãðóïà;
(ii) S � íiëüíàïiâãðóïà;
(iii) 0 ¹ ¹äèíèì iäåìïîòåíòîì íàïiâãðóïè S.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöi¨ (i)⇒ (ii) òà (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíèìè.
(iii) ⇒ (i). Ïðèïóñòèìî, ùî 0 ¹ ¹äèíèì iäåìïîòåíòîì íàïiâãðóïè S.

Íåõàé |S| = n. ßêùî Sn ̸= 0, òî iñíó¹ äîáóòîê âèãëÿäó a1a2a3 · · · an,
ÿêèé íå äîðiâíþ¹ 0. Òîäi âñi äîáóòêè a1, a1a2, a1a2a3, . . . , a1a2a3 · · · an
òàêîæ íåíóëüîâi, à ïîçàÿê íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ëèøå n − 1, òî ñåðåä
öèõ äîáóòêiâ ¹ ïðèíàéìíi äâà ðiâíi. Íåõàé a1 · · · ak = a1 · · · akak+1 · · · am.
Ïîçíà÷èìî a = a1 · · · ak, b = ak+1 · · · am. Òîäi a = ab, çâiäêè a = abr

äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r. Îòæå, br ̸= 0. Ç iíøîãî áîêó, çà
òåîðåìîþ Ôðîáåíióñà ñåðåä ñòåïåíiâ åëåìåíòà b ìà¹ áóòè iäåìïîòåíò, ùî
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îòæå, Sn = 0, i S � íiëüïîòåíòíà.

Âïðàâà 2.9. Äîâåäiòü, ùî êëàñ íiëüïîòåíòíèõ íàïiâãðóï (íiëüíàïiâ-
ãðóï) ¹ çàìêíåíèì âiäíîñíî âçÿòòÿ ïiäíàïiâãðóï, ôàêòîðíàïiâãðóï i
ñêií÷åííèõ ïðÿìèõ äîáóòêiâ.

Òåîðåìà 2.12. Ó íiëüíàïiâãðóïi âñi âiäíîøåííÿ �ðiíà ¹ òðèâiàëüíèìè
(òîáòî çáiãàþòüñÿ ç âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi).

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê óñi âiäíîøåííÿ �ðiíà ìiñòÿòüñÿ â J -âiäíîøåííi, òî
äîñèòü äîâåñòè òðèâiàëüíiñòü ëèøå îñòàííüîãî. Íåõàé aJ b. Òîäi iñíó-
þòü òàêi x, y, u, v ∈ S1, ùî a = xby, b = uav. Î÷åâèäíî, ùî ç 0J b
âèïëèâà¹ b = 0. Òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî a ̸= 0. Àëå òîäi ç ðiâíîñòåé
a = xuavy = (xu)na(vy)n âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè xu i vy íå ¹ íiëüïî-
òåíòíèìè. Îòæå, xu ̸∈ S, vy ̸∈ S, ùî ìîæëèâå ëèøå òîäi, êîëè
x = u = v = y = 1. Àëå òîäi a = b.
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Óæå ìàéæå ïiâñòîëiòòÿ çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòîþ âiäîìà ïðîáëåìà
Øåâðiíà: ÷è áóäå íiëüïîòåíòíîþ íiëüíàïiâãðóïà, óñi âëàñíi ïiäíàïiâ-
ãðóïè ÿêî¨ ¹ íiëüïîòåíòíèìè?

Òðîõè äåòàëüíiøå çóïèíèìîñÿ íà áóäîâi íiëüåëåìåíòiâ òà íiëüïîòåí-
òíèõ ïiäíàïiâãðóï ó íàïiâãðóïi ISn. Äëÿ öüîãî íàì êîðèñíî óçàãàëüíèòè
ïîíÿòòÿ öèêëîâîãî ðîçêëàäó ïiäñòàíîâêè.

Ãðàôiêîì ÷àñòêîâîãî ïåðåòâîðåííÿ π ∈ PT (X) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæè-
íà Eπ = {(x, y) : x ∈ domπ, π(x) = y}. Eπ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæè-
íó ñòðiëîê îði¹íòîâàíîãî ãðàôà Γπ = (X,Eπ) iç ìíîæèíîþ âåðøèí X,
ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì äi¨ ïåðåòâîðåííÿ π. Î÷åâèäíî, ùî îði¹íòîâà-
íèé ãðàô Γ = (X,E) áóäå ãðàôîì äi¨ äåÿêîãî ïåðåòâîðåííÿ π ∈ PT (X)
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ç êîæíî¨ âåðøèíè âèõîäèòü íå áiëüøå îäíi¹¨
ñòðiëêè.

Äëÿ äîâiëüíîãî âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó a1, a2, . . . , ak ïîïàðíî ðiçíèõ
åëåìåíòiâ ìíîæèíè {1, 2, . . . , n} ðîçãëÿíåìî òàêi äâà ïåðåòâîðåííÿ öi¹¨
ìíîæèíè:

(a1, a2, . . . , ak)(x) =

 x, ÿêùî x ̸∈ {a1, a2, . . . , ak};
ai+1, ÿêùî x ∈ {a1, a2, . . . , ak−1};
a1, ÿêùî x = ak;

(2.5)

[a1, a2, . . . , ak](x) =

 x, ÿêùî x ̸∈ {a1, a2, . . . , ak};
ai+1, ÿêùî x ∈ {a1, a2, . . . , ak−1};
∅, ÿêùî x = ak.

(2.6)

Î÷åâèäíî, ùî îáèäâà ïåðåòâîðåííÿ ¹ åëåìåíòàìè íàïiâãðóïè ISn.
Êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi ãðàôà äi¨ ïåðøîãî ïåðåòâîðåííÿ áóäå öèêë
a1 → a2 → · · · → ak → a1 i îäíîåëåìåíòíi öèêëè (ÿêi âiäïîâiäàþòü íå-
ðóõîìèì òî÷êàì), à äðóãîãî � ëàíöþã a1 → a2 → · · · → ak i òàêi æ ñàìi
îäíîåëåìåíòíi öèêëè. Òîìó é ñàìi ïåðåòâîðåííÿ (2.5) i (2.6) íàçèâàòè-
ìåìî âiäïîâiäíî öèêëîì i ëàíöþãîì. Î÷åâèäíî, ùî ðiçíi âïîðÿäêîâàíi
íàáîðè a1, a2, . . . , ak âèçíà÷àþòü ðiçíi ëàíöþãè. Iç öèêëàìè òðîõè ñêëà-
äíiøå: óñi öèêëè (2.5) äîâæèíè 1 ¹ òîòîæíèì ïåðåòâîðåííÿì, à ïðè
k > 1 âïîðÿäêîâàíi íàáîðè a1, a2, . . . , ak i b1, b2, . . . , bk âèçíà÷àþòü îäèí
i òîé ñàìèéå öèêë òîäi é ëèøå òîäi, êîëè îäåðæóþòüñÿ îäèí ç îäíîãî
öèêëi÷íèì çñóâîì.

Ìíîæèíó {a1, a2, . . . , ak} íàçâåìî îáëàñòþ íåòðèâiàëüíîñòi âiäïî-
âiäíîãî öèêëó (ëàíöþãà).

Âèçíà÷åíi íàáîðàìè a1, . . . , ak i b1, . . . , bm ëàíöþãè (öèêëè) áóäåìî
íàçèâàòè äèç'þíêòíèìè, ÿêùî ìíîæèíè {a1, . . . , ak} i {b1, . . . , bm} íå
ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîçàÿê ëàíöþãè (öèêëè) ïîçà ñâî¹þ îáëàñòþ íåòðèâi-
àëüíîñòi äiþòü òîòîæíî, òî äèç'þíêòíi ëàíöþãè i/àáî öèêëè êîìóòóþòü.
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Òâåðäæåííÿ 2.7. Êîæåí åëåìåíò íàïiâãðóïè ISn ðîçêëàäà¹òüñÿ â
äîáóòîê äèç'þíêòíèõ ëàíöþãiâ i/àáî öèêëiâ. Òàêèé ðîçêëàä ¹ îäíîçíà÷-
íèì iç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ i êiëüêîñòi îäíîåëåìåíòíèõ
öèêëiâ.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ðîçêëàäó. Íåõàé π ∈ ISn. Iç ií'¹êòèâíîñòi π âè-
ïëèâà¹, ùî â êîæíó âåðøèíó ãðàôà Γπ âõîäèòü òåæ íå áiëüøå îäíi¹¨
ñòðiëêè. Òîìó êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi ãðàôà Γπ áóäóòü ëèøå öèêëè é
ëàíöþãè. Äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi Λ ãðàôà Γπ ïðèðîäíî áóäó-
¹òüñÿ âiäïîâiäíèé ëàíöþã àáî öèêë πΛ óæå ÿê åëåìåíò íàïiâãðóïè ISn.
Î÷åâèäíî, ùî ëàíöþãè/öèêëè πΛ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðiçíèì êîìïîíåí-
òàì çâ'ÿçíîñòi, áóäóòü äèç'þíêòíèìè, à äîáóòîê ó äîâiëüíîìó ïîðÿäêó
âñiõ òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíèõ πΛ çáiãàòèìåòüñÿ ç π.

Îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó. Íåõàé π = π1 · · ·πm � ðîçêëàä π ó äîáóòîê
äèç'þíêòíèõ ëàíöþãiâ i/àáî öèêëiâ. Ïîçàÿê êîæíèé ìíîæíèê πi ïîçà
ñâî¹þ îáëàñòþ íåòðèâiàëüíîñòi äi¹ òîòîæíî, òî êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi
ãðàôà Γπ áóäóòü ëèøå öèêëè é ëàíöþãè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ìíîæíèêàì
ðîçêëàäó (i, ìîæëèâî, îäíîåëåìåíòíi öèêëè, ÿêi âiäïîâiäàþòü òî÷êàì,
ùî íå âõîäÿòü â îáëàñòü íåòðèâiàëüíîñòi æîäíîãî iç ìíîæíèêiâ).
Òàêèì ÷èíîì, ìíîæíèêè ðîçêëàäó π = π1 · · ·πm ïîâíiñòþ âèçíà÷à-
þòüñÿ ãðàôîì äi¨ ÷àñòêîâî¨ ïiäñòàíîâêè π, ùî é äîâîäèòü îäíîçíà÷-
íiñòü ðîçêëàäó.

Ðîçêëàä

π = (a1, . . . , ak) · · · (b1, . . . , bl)[c1, . . . , cp] · · · [d1, . . . , dq] (2.7)

åëåìåíòà πi ∈ ISn ó äîáóòîê äèç'þíêòíèõ ëàíöþãiâ i/àáî öèêëiâ, ó ïðà-
âié ÷àñòèíi ÿêîãî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè N = {1, 2, . . . , n} çóñòði÷à¹-
òüñÿ ðiâíî îäèí ðàç, íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîâèì ðîçêëàäîì ÷àñòêîâî¨ ïiä-
ñòàíîâêè πi. Âií ¹ àíàëîãîì ðîçêëàäó ïiäñòàíîâêè â äîáóòîê íåçàëåæ-
íèõ öèêëiâ.

Ïðèêëàä. Ãðàô äi¨ ÷àñòêîâî¨ ïiäñòàíîâêè π=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 10 5 4 9 8 ∅ 11 1 2 ∅

)
ìà¹ âèãëÿä

r
r
r
r

6
-

?�1

3 5

9

r r��
��
6

?2 10 r����6
4 r r r r6 8 11 7- -

à òîìó ëàíöþãîâèé ðîçêëàä π ìà¹ âèãëÿä π = (1 3 5 9)(2 10)(4)[6 8 11][7].
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Òâåðäæåííÿ 2.8. ×àñòêîâà ïiäñòàíîâêà πi ∈ ISn áóäå íiëüïîòåí-
òíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ ëàíöþãîâèé ðîçêëàä íå ìiñòèòü öè-
êëiâ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ëàíöþãîâèé ðîçêëàä ÷àñòêîâî¨ ïiäñòàíîâêè π ìiñòèòü
öèêë (a1, . . . , ak), òî äëÿ äîâiëüíîãî m áóäå {a1, . . . , ak} ⊆ domπm. À òî-
ìó domπm ̸= ∅ i πm ̸= 0. Îòæå, π íå ¹ íiëüåëåìåíòîì.

Íàâïàêè, íåõàé ëàíöþãîâèé ðîçêëàä π ìiñòèòü ëèøå ëàíöþãè i m �
ìàêñèìóì äîâæèí ëàíöþãiâ. Òîäi ç îçíà÷åííÿ ëàíöþãà îäðàçó âèïëèâà¹,
ùî πm = 0. Îòæå, π ¹ íiëüåëåìåíòîì.

Íiëüïîòåíòíó ïiäíàïiâãðóïó ç ISn íàçâåìî ìàêñèìàëüíîþ, ÿêùî âî-
íà íå ìiñòèòüñÿ â æîäíié iíøié íiëüïîòåíòíié ïiäíàïiâãðóïi.

Òåîðåìà 2.13. Íåõàé ≺ � ëiíiéíèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi
N = {1, 2, . . . , n}. Òîäi ìíîæèíà

T≺ = {τ ∈ ISn | ÿêùî x ∈ dom τ, òî xτ ≺ x}

áóäå ìàêñèìàëüíîþ íiëüïîòåíòíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ íàïiâãðóïè ISn.
Íàâïàêè, êîæíà ìàêñèìàëüíà íiëüïîòåíòíà ïiäíàïiâãðóïà ç ISn

ìà¹ âèãëÿä T≺ äëÿ äåÿêîãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó ≺ íà N .

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî T≺ ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ. Íåõàé τ1, τ2 . . . , τn ∈ T≺.
ßêùî τ1τ2 · · · τn ̸= 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ dom(τ1τ2 · · · τn) ìà¹ìî

xτ1τ2···τn ≺ · · · ≺ xτ1τ2 ≺ xτ1 ≺ x ,

ùî íåìîæëèâî. Îòæå, Tn≺ = 0 i T≺ ¹ íiëüïîòåíòíîþ íàïiâãðóïîþ.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé íiëüåëåìåíò ν ̸∈ T≺. Òîäi iñíó¹ òàêèé

x ∈ dom ν, ùî xν ⊀ x. Ïîçàÿê ν ¹ íiëüåëåìåíòîì, òî xν ̸= x. Îòæå,
xν ≻ x. Òîìó iñíó¹ òàêèé åëåìåíò µ ∈ T≺, ùî domµ = {xν} i (xν)µ = x.
Àëå òîäi x ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ äîáóòêó νµ i öåé äîáóòîê íå ¹ íiëüåëå-
ìåíòîì. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî íiëüåëåìåíòà ν ̸∈ T≺ íàïiâãðóïà
⟨T≺ ∪ {ν}⟩ óæå íå ¹ íiëüïîòåíòíîþ, ùî äîâîäèòü ìàêñèìàëüíiñòü T≺.

Íåõàé òåïåð T ¹ íiëüïîòåíòíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ ç ISn. Äëÿ äîâiëü-
íèõ x, y ∈ N ïîêëàäåìî y ∝ x òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêèé
τ ∈ T , ùî xτ = y. Iç íiëüïîòåíòíîñòi T âèïëèâàþòü àíòèðåôëåêñèâíiñòü
i àíòèñèìåòðè÷íiñòü âiäíîøåííÿ ∝ (ÿêáè áóëî xτ = y i yµ = x, òî äî-
áóòîê τµ ìàâ áè íåðóõîìó òî÷êó x, ùî ñóïåðå÷èòü íiëüïîòåíòíîñòi T ).
Òðàíçèòèâíiñòü ∝ òàêîæ î÷åâèäíà: ÿêùî xτ = y i yµ = z, òî xτµ = z. Îò-
æå, âiäíîøåííÿ ∝ ¹ ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà ìíîæèíi N . Çà òåîðåìîþ
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Øïiëüðàéíà (äèâ. ðîçäië 3) êîæåí ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê ìîæíà ðîçøè-
ðèòè äî ëiíiéíîãî. Íåõàé ≺ � ëiíiéíèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi N , ÿêèé
ìiñòèòü ∝. Iç ïîáóäîâè ∝ i îçíà÷åííÿ T≺ îäðàçó âèïëèâà¹, ùî T ⊆ T≺.
Îòæå, ìàêñèìàëüíèìè ìîæóòü áóòè ëèøå íiëüïîòåíòíi ïiäíàïiâãðóïè
âèãëÿäó T≺.

Íàãàäà¹ìî, ùî n-ì ÷èñëîì Áåëëà Bn íàçèâà¹òüñÿ êiëüêiñòü ðiçíèõ
ðîçáèòòiâ n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè íà íåïîðîæíi áëîêè.

Íàñëiäîê 2.7. ISn ìiñòèòü ðiâíî n! ðiçíèõ ìàêñèìàëüíèõ íiëüïî-
òåíòíèõ ïiäíàïiâãðóï. Öi ïiäíàïiâãðóïè ïîïàðíî içîìîðôíi i ïîðÿäîê
êîæíî¨ ç íèõ äîðiâíþ¹ n-ìó ÷èñëó Áåëëà Bn.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè íà n-åëåìåíòíié ìíîæèíi ëiíiéíèé ïîðÿäîê ìî-
æíà âèçíà÷èòè n! ñïîñîáàìè, òî äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè äîñèòü
ïîêàçàòè, ùî ðiçíèì ëiíiéíèì ïîðÿäêàì âiäïîâiäàþòü ðiçíi ïiäíàïiâ-
ãðóïè.

Íåõàé
a1 ≺1 a2 ≺1 a3 ≺1 · · · ≺1 an

i
b1 ≺2 b2 ≺2 b3 ≺2 · · · ≺2 bn

� äâà ðiçíi ëiíiéíi ïîðÿäêè íà ìíîæèíi N . Òîäi çíàéäóòüñÿ òàêi x i y, ùî
y ≺1 x, àëå y ⊀2 x. Òîìó ÷àñòêîâà ïiäñòàíîâêà τ , äëÿ ÿêî¨ dom τ = {x}
i xτ = y, íàëåæàòèìå T≺1

, àëå íå áóäå íàëåæàòè T≺2
. Îòæå, T≺1

̸= T≺2
,

ùî äîâîäèòü ïåðøó ÷àñòèíó òâåðäæåííÿ.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïiäñòàíîâêó

π =

(
a1 a2 a3 . . . an
b1 b2 b3 . . . bn

)
.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ τ 7→ π−1τπ ¹ àâòîìîð-
ôiçìîì íàïiâãðóïè ISn, ÿêèé âiäîáðàæà¹ T≺1 ó T≺2 . Ïîçàÿê îáåðíåíå
âiäîáðàæåííÿ µ 7→ πµπ−1 òàêîæ ¹ àâòîìîðôiçìîì ISn i âiäîáðàæà¹ T≺2

â T≺1
, òî T≺1

i T≺2
içîìîðôíi.

Içîìîðôíi íàïiâãðóïè ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê, òîìó äîñèòü ïiä-
ðàõóâàòè ïîðÿäîê íàïiâãðóïè T<, ÿêà âiäïîâiäà¹ çâè÷àéíîìó ëiíiéíîìó
ïîðÿäêó < íà ìíîæèíi N = {1, 2, . . . , n}. Äëÿ öüîãî åëåìåíòà τ ∈ T< ç
ëàíöþãîâèì ðîçêëàäîì

τ = [a1, . . . , ak][b1, . . . , bl] · · · [d1, . . . , dq]

ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ðîçáèòòÿ ìíîæèíè N íà áëîêè {a1, . . . , ak},
{b1, . . . , bl}, . . ., {d1, . . . , dq}. Î÷åâèäíî, ùî òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî âñi

49



ðîçáèòòÿ ìíîæèíè N . Êðiì òîãî, êîæíå ðîçáèòòÿ îòðèìà¹ìî òiëüêè
îäèí ðàç, áî çà áëîêîì {a1, a2 . . . , ak} âiäïîâiäíèé ëàíöþã [a1, a2 . . . , ak]
âiäíîâëþ¹òüñÿ îäíîçíà÷íî: ó ëàíöþãó åëåìåíòè áëîêó ìàþòü iòè â ïî-
ðÿäêó ñïàäàííÿ: a1 > a2 > · · · > ak.

Òàêèì ÷èíîì, ìè âñòàíîâèëè ái¹êöiþ ìiæ åëåìåíòàìè íàïiâãðóïè T<
òà ðîçáèòòÿìè ìíîæèíè N . Àëå öå é äîâîäèòü, ùî |T<| = Bn.

2.8 Ðåãóëÿðíi òà iíâåðñíi íàïiâãðóïè

Åëåìåíò a íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëå-
ìåíò x ∈ S, ùî axa = a. Íàïiâãðóïà, â ÿêié óñi åëåìåíòè ðåãóëÿðíi,
íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ.

Ðåãóëÿðíiñòü ìîæíà ââàæàòè äóæå äàëåêèì óçàãàëüíåííÿì îáîðîò-
íîñòi, ïîçàÿê äëÿ îáîðîòíîãî åëåìåíòà a âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü aa−1a = a.
Çîêðåìà, êîæåí îáîðîòíèé åëåìåíò ¹ ðåãóëÿðíèì.

Ïðèêëàäè. 1. Ó íàïiâãðóïi ⟨N; +⟩ ðåãóëÿðíèõ åëåìåíòiâ íåìà, à â
íàïiâãðóïi ⟨N; ·⟩ ðåãóëÿðíèì åëåìåíòîì áóäå ëèøå 1.

2. Êîæíà ãðóïà i êîæíà ïðÿìîêóòíà çâ'ÿçêà ¹ ðåãóëÿðíèìè íàïiâ-
ãðóïàìè.

Òâåðäæåííÿ 2.9. Íàïiâãðóïè IS(M) òà T (M) ¹ ðåãóëÿðíèìè.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ðåãóëÿðíiñòü IS(M). Íåõàé π � äîâiëü-
íèé åëåìåíò iç IS(M). Ïîçàÿê π ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì
ìíîæèíè domπ íà ranπ, òî ìîæíà êîðåêòíî âèçíà÷èòè îáåðíåíå âiä-
îáðàæåííÿ π−1 : ranπ → domπ, ÿêå òåæ, î÷åâèäíî, áóäå åëåìåíòîì
íàïiâãðóïè IS(M). Àëå òîäi π · π−1 · π = π.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíèé åëåìåíò µ ∈ T (M). Äëÿ êîæíîãî åëå-
ìåíòà x ∈ ranµ âèáåðåìî â éîãî ïðîîáðàçi µ−1(x) äîâiëüíèé åëåìåíò ax
i âèçíà÷èìî ïåðåòâîðåííÿ ν :M →M òàêèì ïðàâèëîì:

ν(x) =

{
ax, ÿêùî x ∈ ranµ;
x, ó ïðîòèâíîìó ðàçi.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïåðåòâîðåííÿ ν îäðàçó ìà¹ìî ðiâíiñòü µ · ν · µ = µ.

Ëåìà 2.8. ßêùî axa = a, òî ax i xa � iäåìïîòåíòè.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç î÷åâèäíèõ ðiâíîñòåé axax = ax i xaxa = xa.
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Ëåìà 2.9 (ôîí Íîéìàí). Íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:
(i) åëåìåíò a � ðåãóëÿðíèé;
(ii) iñíó¹ òàêèé iäåìïîòåíò e ∈ E(S), ùî aS1 = eS1;
(iii) iñíó¹ òàêèé iäåìïîòåíò e ∈ E(S), ùî S1a = S1e.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëèøå ðiâíîñèëüíiñòü (i) òà (ii) (ðiâíîñèëüíiñòü (i)
òà (iii) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).

(i) ⇒ (ii). Íåõàé a � ðåãóëÿðíèé i axa = a. Òîäi

aS1 ⊇ axS1 ⊇ axaS1 = aS1.

Îòæå, äëÿ iäåìïîòåíòà e = ax ìà¹ìî aS1 = eS1.
(ii) ⇒ (i). ßêùî aS1 = eS1, òî iñíóþòü òàêi x, y ∈ S1, ùî e = ax,

a = ey. ßêùî x = 1 àáî y = 1, òî a = e � ðåãóëÿðíèé. ßêùî æ a ̸= e, òî
ìà¹ìî:

a = ey = e · ey = ax · ey = axa .

Iç ëåìè ôîí Íîéìàíà âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðåãóëÿðíîãî åëåìåíòà a
R-êëàñ R(a) ìiñòèòü iäåìïîòåíò, à òîìó âñi åëåìåíòè ç R(a) áóäóòü ðå-
ãóëÿðíèìè. Ç iíøîãî áîêó, iç íàñëiäêó 2.6 âèïëèâà¹, ùî êîæåí L-êëàñ iç
D-êëàñó D(a) ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí ç R(a). À òîìó êîæåí òàêèé
L-êëàñ ìiñòèòü ðåãóëÿðíi åëåìåíòè. Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó, iç ëåìè
ôîí Íîéìàíà îäåðæó¹ìî, ùî âñi öi L-êëàñè ñêëàäàþòüñÿ ç ðåãóëÿðíèõ
åëåìåíòiâ. Òàêèì ÷èíîì, îäåðæó¹ìî íàñëiäîê, ÿêèé ôàêòè÷íî ñòâåð-
äæó¹, ùî ðåãóëÿðíiñòü ¹ íå òàê âëàñòèâiñòþ åëåìåíòiâ íàïiâãðóïè, ÿê ¨¨
D-êëàñiâ:

Íàñëiäîê 2.8. ßêùî åëåìåíò a ðåãóëÿðíèé, òî âñi åëåìåíòè D-êëàñó
D(a) òàêîæ ¹ ðåãóëÿðíèìè. Ó öüîìó âèïàäêó êîæåí L-êëàñ i êîæåí
R-êëàñ iç D(a) ìàþòü ïðèíàéìíi ïî îäíîìó iäåìïîòåíòó.

Åëåìåíò b íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíèì äî a, ÿêùî aba = a i bab = b.

Òâåðäæåííÿ 2.10. Äëÿ êîæíîãî ðåãóëÿðíîãî åëåìåíòà iñíó¹
iíâåðñíèé.

Äîâåäåííÿ. ßêùî axa = a, òî åëåìåíò xax áóäå iíâåðñíèì äî a. Ñïðàâäi,

a · xax · a = axa · xa = a · xa = a ,

xax · a · xax = x · axa · xax = x · a · xax = x · axa · x = xax .

Êiëüêiñòü iíâåðñíèõ äî äàíîãî ðåãóëÿðíîãî åëåìåíòà ìîæå âàðiþâàòè
â äóæå øèðîêèõ ìåæàõ. Íàïðèêëàä, ó ãðóïi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a
iñíó¹ ðiâíî îäèí iíâåðñíèé � öå îáåðíåíèé åëåìåíò a−1. Iç äðóãîãî áîêó,
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ó íàïiâãðóïi ç ëiâèì (ïðàâèì) ìíîæåííÿì i â ïðÿìîêóòíié çâ'ÿçöi äëÿ
äîâiëüíèõ a i b âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi aba = a i bab = b. Òîìó â öèõ
íàïiâãðóïàõ áóäü-ÿêi äâà åëåìåíòè ¹ iíâåðñíèìè.

Ðåãóëÿðíà íàïiâãðóïà, â ÿêié äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà iñíó¹ ¹äèíèé ií-
âåðñíèé, íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ. Iíâåðñíi íàïiâãðóïè ¹ ïðèðîäíèì óçà-
ãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ ãðóïè. Â iíâåðñíié íàïiâãðóïi åëåìåíò, iíâåðñíèé äî
a, áóäåìî ïîçíà÷àòè a−1. Iç îçíà÷åííÿ a−1 òà ëåìè 2.8 îäðàçó âèïëèâà¹,
ùî (a−1)−1 = a i ùî åëåìåíòè aa−1 òà a−1a ¹ iäåìïîòåíòàìè.

Òåîðåìà 2.14 (Êðèòåðié iíâåðñíîñòi). Íàïiâãðóïà S áóäå iíâåðñíîþ
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà ðåãóëÿðíà é áóäü-ÿêi äâà ¨¨ iäåìïîòåíòè
êîìóòóþòü.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé íàïiâãðóïà S ðåãóëÿðíà é iäåìïîòåí-
òè êîìóòóþòü. Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíòè b i c ¹ iíâåðñíèìè äî a. Òîäi

aba = a, bab = b, aca = a, cac = c

i åëåìåíòè ab, ba, ac, ca ¹ iäåìïîòåíòàìè. Îñêiëüêè iäåìïîòåíòè êîìó-
òóþòü, òî îòðèìó¹ìî

b = bab = bacab = cabab = cab = cacab = cabac = cac = c .

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé íàïiâãðóïà S iíâåðñíà i e, f ∈ E(S). Ðîçãëÿíåìî
åëåìåíò a = (ef)−1. Iç ðiâíîñòåé

a · ef · a = a, ef · a · ef = ef

âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

fa · ef · fa = fa, ef · fa · ef = ef .

Îòæå, fa òàêîæ áóäå iíâåðñíèì äî ef . Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî åëå-
ìåíò ae ¹ iíâåðñíèì äî ef . Iç ¹äèíîñòi iíâåðñíîãî åëåìåíòà âèïëèâà¹, ùî
a = fa = ae. Àëå òîäi a2 = ae ·fa = a ·ef ·a = a, òîáòî a ¹ iäåìïîòåíòîì.
Îñêiëüêè iäåìïîòåíò iíâåðñíèé ñàì äî ñåáå, òî a = ef .

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ iäåìïîòåíòíiñòü åëåìåíòà fe. Iç ðiâíîñòåé

ef · fe · ef = e · f2 · e2 · f = efef = (ef)2 = ef ,

fe · ef · fe = f · e2 · f2 · e = fefe = (fe)2 = fe

âèïëèâà¹, ùî iäåìïîòåíòè ef i fe ¹ iíâåðñíèìè îäèí äî îäíîãî. Àëå
iäåìïîòåíò çáiãà¹òüñÿ çi ñâî¨ì iíâåðñíèì, òîìó ef = fe.
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Íàñëiäîê 2.9. 1. (ab)−1 = b−1a−1;
2. êîæíà êîìóòàòèâíà ðåãóëÿðíà íàïiâãðóïà áóäå iíâåðñíîþ;
3. íàïiâãðóïà IS(M) ¹ iíâåðñíîþ;
4. ïðè |M | > 1 íàïiâãðóïà T (M) íå ¹ iíâåðñíîþ.

Äîâåäåííÿ. 1. Âðàõîâóþ÷è, ùî iäåìïîòåíòè bb−1 òà a−1a ìîæíà ïåðå-
ñòàâëÿòè, îòðèìó¹ìî:

ab · b−1a−1 · ab = a · bb−1 · a−1a · a = aa−1a · bb−1b = ab.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ðiâíiñòü b−1a−1 · ab · b−1a−1 = b−1a−1.
2. Î÷åâèäíî.
3. Çà òâåðäæåííÿì 2.9 íàïiâãðóïà IS(M) ¹ ðåãóëÿðíîþ, à çà ëåìîþ

2.3 êîæåí iäåìïîòåíò ç IS(M) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¹þ îáëàñòþ
âèçíà÷åííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç eA iäåìïîòåíò ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ A.
Òîäi

eA · eB = eA∩B = eB∩A = eB · eA .

Ïîçàÿê iäåìïîòåíòè êîìóòóþòü, òî IS(M) ¹ iíâåðñíîþ.
4. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 0x åëåìåíò iç T (M), ÿêèé òîòîæíî äîðiâíþ¹ x.

Î÷åâèäíî, ùî 0x ¹ iäåìïîòåíòîì. Íåõàé òåïåð a i b � äâà ðiçíi åëåìåíòè
ç M . Òîäi

0a · 0b = 0b ̸= 0a = 0b · 0a .

Ïîçàÿê iäåìïîòåíòè 0a i 0b íå êîìóòóþòü, òî T (M) íå ¹ iíâåðñíîþ.

Òåîðåìà 2.15 (Âàãíåð�Ïðåñòîí). Êîæíà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S içî-
ìîðôíà äåÿêié ïiäíàïiâãðóïi ñèìåòðè÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè IS(S).

Äîâåäåííÿ. Êîæíîìó åëåìåíòó a ∈ S çiñòàâèìî âiäîáðàæåííÿ µa : x 7→ xa
ìíîæèíè Sa−1 ó ìíîæèíó Sa.

1. Âiäîáðàæåííÿ µa ¹ ái¹êöi¹þ ìíîæèíè Sa−1 íà ìíîæèíó Sa.
Çîêðåìà, µa ¹ ÷àñòêîâîþ ïiäñòàíîâêîþ ìíîæèíè S.

Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ µa−1 : Sa → Sa−1, y 7→ ya−1.
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî x = za−1 iç Sa−1 ìà¹ìî

µa−1(µa(x)) = (za−1 · a) · a−1 = z · a−1aa−1 = za−1 = x .

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî µa(µa−1(y)) = y äëÿ äîâiëüíîãî y iç Sa.
Îòæå, âiäîáðàæåííÿ µa i µa−1 ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè. Çîêðåìà, âîíè ¹
ái¹êöiÿìè.

2. Âiäîáðàæåííÿ a 7→ µa ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì íàïiâãðóïè
S ó íàïiâãðóïó IS(S).
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Ïðèïóñòèìî, ùî µa = µb. Òîäi Sa−1 = Sb−1, Sa = Sb i xa = xb äëÿ
äîâiëüíîãî x ∈ Sa−1.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî c Sc−1 = Scc−1. Ñïðàâäi, âêëþ÷åííÿ
Sc−1 ⊇ Sc · c−1 î÷åâèäíå, à çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ âèïëèâà¹ iç Sc−1 =
Sc−1 · cc−1 ⊆ Scc−1. Êðiñ òîãî, ç ðiâíîñòi aa−1 = aa−1 · aa−1 âèïëèâà¹
âêëþ÷åííÿ aa−1 ∈ Saa−1. À òîìó ç ðiâíîñòi Sa−1 = Sb−1 âèïëèâà¹
iñíóâàííÿ òàêèõ åëåìåíòiâ p i q, ùî aa−1 = pbb−1, bb−1 = qaa−1.
Òîäi

aa−1 · bb−1 · aa−1=pbb−1 · bb−1 · aa−1=pbb−1 · aa−1=aa−1 · aa−1=aa−1 .

Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî bb−1 ·aa−1 ·bb−1 = bb−1. Îòæå, aa−1 i bb−1

¹ iíâåðñíèìè îäèí äî îäíîãî. Ç ¹äèíîñòi iíâåðñíîãî åëåìåíòà âèïëèâà¹,
ùî aa−1 = bb−1. Àëå òîäi

a = aa−1a = µa(aa
−1) = µb(aa

−1) = aa−1 · b = bb−1 · b = b .

3. Âiäîáðàæåííÿ a 7→ µa ¹ ãîìîìîðôiçìîì íàïiâãðóïè S ó íàïiâãðó-
ïó IS(S).

ßêùî òî÷êà x âõîäèòü â îáëàñòü âèçíà÷åííÿ êîæíîãî ç âiäîáðàæåíü
µab i µaµb, òî

µab(x) = x · ab = xa · b = µb(µa(x)) = (µaµb)(x) .

Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ ãîìîìîðôíîñòi âiäîáðàæåííÿ a 7→ µa äîñèòü ïîêà-
çàòè, ùî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ âiäîáðàæåíü µab i µaµb çáiãàþòüñÿ. Ïîçàÿê

domµab = S(ab)−1 = Sb−1a−1

i
dom(µaµb) = (ranµa ∩ domµb) · a−1 = (Sa ∩ Sb−1) · a−1 ,

òî òðåáà äîâåñòè, ùî

Sb−1a−1 = (Sa ∩ Sb−1) · a−1 . (2.8)

Ïîçàÿê Sb−1⊇Sa ∩ Sb−1, òî âêëþ÷åííÿ Sb−1a−1⊇(Sa ∩ Sb−1) · a−1

î÷åâèäíå.
Íàâïàêè, ÿêùî x ∈ Sb−1a−1, òî x = yb−1a−1 = yb−1bb−1a−1aa−1. Ïî-

çàÿê bb−1 i a−1a � iäåìïîòåíòè, òî yb−1bb−1a−1a=yb−1a−1abb−1, à òîìó
yb−1bb−1a−1a ∈ Sa∩Sb−1. Îòæå, x ∈ (Sa∩Sb−1)·a−1 i Sb−1a−1⊆(Sa ∩ Sb−1) · a−1,
ùî é äîâîäèòü ðiâíiñòü (2.8).
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×àñòêîâèé àâòîìîðôiçì óíiâåðñàëüíî¨ àëãåáðè � öå içîìîðôiçì
îäíi¹¨ ¨¨ ïiäàëãåáðè íà iíøó. Ìíîæèíà PAutA âñiõ ÷àñòêîâèõ àâòî-
ìîðôiçìiâ àëãåáðè A = (A; Ω) óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó âiäíîñíî êîìïîçèöi¨
÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêà ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ íàïiâãðóïè IS(A). Çàóâà-
æèìî, ùî PAutA ìiñòèòü íóëü i îäèíèöþ.

Çà àíàëîãi¹þ ç òåîðåìîþ 2.2 i íàñëiäêîì 2.1 ìîæíà ñòàâèòè ïèòàííÿ:
÷è êîæíà iíâåðñíà íàïiâãðóïà ç íóëåì i îäèíèöåþ içîìîðôíà íàïiâãðóïi
âñiõ ÷àñòêîâèõ àâòîìîðôiçìiâ äåÿêî¨ óíiâåðñàëüíî¨ àëãåáðè A? Öüîãî
ðàçó âiäïîâiäü íåãàòèâíà3.

2.9 Çàäà÷i

1. Âèïèøiòü òàáëèöi Êåëi âñiõ ïîïàðíî íåiçîìîðôíèõ íàïiâãðóï ïîðÿäêó 2.

2. ßêùî S � ìíîæèíà ç áiíàðíîþ äi¹þ, òî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî åëå-
ìåíòà a ∈ S ìîæíà âèçíà÷èòè íà S ñåíäâi÷-äiþ ∗

a
: x ∗

a
y = xay.

a) Äîâåäiòü, ùî êîëè S ¹ íàïiâãðóïîþ (âiäïîâiäíî ãðóïîþ), òî ⟨S, ∗
a
⟩

òàêîæ ¹ íàïiâãðóïîþ (âiäïîâiäíî ãðóïîþ).

b) Íåõàé S � íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ. Ç'ÿñóéòå, ÷è áóäå ⟨S, ∗
a
⟩ íàïiâãðó-

ïîþ ç îäèíèöåþ i ÿêó óìîâó ìà¹ çàäîâîëüíÿòè åëåìåíò a, ùîá íàïiâãðó-
ïà ⟨S, ∗

a
⟩ áóëà içîìîðôíîþ íàïiâãðóïi S.

3. Íàâåäiòü ïðèêëàä íåñêií÷åííî¨ çâ'ÿçêè, â ÿêié êîæíèé åëåìåíò ¹, ç îäíî-
ãî áîêó, íóëåì äëÿ äåÿêî¨ íåñêií÷åííî¨ ïiäíàïiâãðóïè, à ç iíøîãî � îäè-
íèöåþ äëÿ äåÿêî¨ iíøî¨ íåñêií÷åííî¨ ïiäíàïiâãðóïè.

4. Çíàéäiòü êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ðàíãó k ó íàïiâãðóïàõ: a) ISn; b) Tn;
c) PT n.

5. Äîâåäiòü, ùî |Bn| = (2n− 1)!! .

6. Äîâåäiòü, ùî êîëè â íàïiâãðóïi S äëÿ äîâiëüíèõ a i b êîæíå ç ðiâíÿíü
ax = b i ya = b ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, òî S ¹ ãðóïîþ.

7. a) Íåõàé ∗ � áiíàðíà äiÿ íà ìíîæèíi S, à X � ñèñòåìà òâiðíèõ óíiâåð-
ñàëüíî¨ àëãåáðè ⟨S, ∗⟩. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíiñòü a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ X. ×è âèïëèâà¹ çâiäñè,
ùî ⟨S, ∗⟩ ¹ íàïiâãðóïîþ?
b) ×è çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü ó ïîïåðåäíié çàäà÷i, ÿêùî ñèñòåìà òâiðíèõ
X ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà?

8. Íåõàé A � n-åëåìåíòíà ïiäìíîæèíà íàïiâãðóïè (2M ,∩). ßêó íàéáiëüøó
ïîòóæíiñòü ìîæå ìàòè ïiäíàïiâãðóïà ⟨A⟩?

3Äîìàíîâ Î. È. Ïîëóãðóïïû âñåõ ÷àñòè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ óíèâåðñàëüíûõ àë-
ãåáð / Î. È. Äîìàíîâ // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. � 1971. � �8 (111). � Ñ. 52�58.
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9. Íåõàé S � îäíîåëåìåíòíà íàïiâãðóïà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T (1)
n íàïiâãðóïó,

ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ç S (n−1)-êðàòíèì ïðè¹äíàííÿì îäèíèöi, à ÷åðåç T (0)
n

íàïiâãðóïó, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ç S (n− 1)-êðàòíèì ïðè¹äíàííÿì íóëÿ:

a) äîâåäiòü, ùî íàïiâãðóïè T (1)
n i T (0)

n içîìîðôíi;

b) äîâåäiòü, ùî êîæíà ïiäìíîæèíà íàïiâãðóïè T
(1)
n áóäå ïiäíàïiâ-

ãðóïîþ.

10. Çíàéäiòü íåîáõiäíó é äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùîá êîæíà ïiäíàïiâãðóïà
ãðóïè G áóëà ãðóïîþ.

11. Äîâåäiòü, ùî íàïiâãðóïè ⟨2M ,∩⟩ i ⟨2M ,∪⟩ içîìîðôíi.
12. Äîâåäiòü, ùî íàïiâãðóïà åíäîìîðôiçìiâ àëãåáðè ⟨N; f⟩, äå f(n) = n+1,

içîìîðôíà íàïiâãðóïi ⟨N0; +⟩.
13. Äîâåäiòü, ùî åëåìåíò α ∈ PT n áóäå iäåìïîòåíòîì òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè âií äi¹ òîòîæíî íà ñâî¨é îáëàñòi çíà÷åíü.

14. Ïiäðàõóéòå êiëüêiñòü iäåìïîòåíòiâ ó íàïiâãðóïàõ: a) Tn; b) PT n.

15. Ñêiëüêè ðiçíèõ ïiäíàïiâãðóï ìiñòèòü ìîíîãåííà íàïiâãðóïà òèïó
a) (5, 3); b) (6, 1); c) (6, 6); d) (7, 1)?

16. Äîâåäiòü, ùî ìîíîãåííà íàïiâãðóïà òèïó (n, k) ìà¹ ðiâíî n iäåàëiâ.

17. Îïèøiòü óñi êîíãðóåíöi¨ íà ìîíîãåííié íàïiâãðóïi ⟨a⟩ òèïó (n, k) i ïiä-
ðàõóéòå ¨õíþ êiëüêiñòü.

18. Îïèøiòü óñi ãîìîìîðôíi îáðàçè íàïiâãðóïè (N,+).

19. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ n > 1 i k ≥ 1 íàïiâãðóïà T (N) ìiñòèòü
êîíòèíóóì áàãàòî ïîïàðíî íåïîäiáíèõ ìîíîãåííèõ ïiäíàïiâãðóï òèïó
(n, k).

20. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ n > 1 i k ≥ 1 íàïiâãðóïà IS(N) ìiñòèòü
ëèøå çëi÷åííó êiëüêiñòü ïîïàðíî íåïîäiáíèõ ìîíîãåííèõ ïiäíàïiâãðóï
òèïó (n, k).

21. Äîâåäiòü, ùî ¹äèíîþ êîíãðóåíöi¹þ Ðiñà íà ãðóïi G ¹ òîòàëüíà êîíãðó-
åíöiÿ iG.

22. Îïèøiòü óñi êîíãðóåíöi¨ íà íàïiâãðóïi (N,+). ßêi ç íèõ áóäóòü êîíãðó-
åíöiÿìè Ðiñà?

23. Äîâåäiòü, ùî â íàïiâãðóïi S iç íóëåì äëÿ êîæíî¨ êîíãðóåíöi¨ ρ êëàñ 0ρ
¹ iäåàëîì â S.

24. Íåõàé I1, I2, . . . , In � óñi iäåàëè ñêií÷åííî¨ íàïiâãðóïè S. Äîâåäiòü, ùî
a) I1 · I2 · · · In = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In; b) I1 · I2 · · · In ¹ ¹äèíèì ìiíiìàëüíèì
iäåàëîì íàïiâãðóïè S.

25. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ïiäìíîæèíà I íàïiâãðóïè T áóäå ïðàâèì iäåàëîì
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè T ¹ íàïiâãðóïîþ ëiâèõ íóëiâ.

26. Äîâåäiòü, ùî íàïiâãðóïà (N, ·) ìà¹ êîíòèíóóì áàãàòî iäåàëiâ.
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27. Äëÿ êîæíî¨ ç íàïiâãðóï a) ISn, b) Tn, c) PT n çíàéäiòü ïîòóæíiñòü
ãîëîâíîãî ëiâîãî iäåàëó, ïîðîäæåíîãî åëåìåíòîì ðàíãó k.

28. Äîâåäiòü, ùî â íàïiâãðóïi Tn ïðàâèé ãîëîâíèé iäåàë Ir(α), ïîðîäæåíèé
åëåìåíòîì α, çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ òèõ β ∈ S, äëÿ ÿêèõ iç α(x) = α(y)
âèïëèâà¹ β(x) = β(y).

29. Äîâåäiòü, ùî â íàïiâãðóïi PT n ïðàâèé ãîëîâíèé iäåàë Ir(α), ïîðîäæå-
íèé åëåìåíòîì α, çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ òèõ åëåìåíòiâ β ∈ S, äëÿ ÿêèõ
domβ ⊆ domα i äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ domβ iç α(x) = α(y) âèïëèâà¹
β(x) = β(y).

30. Äëÿ êîæíî¨ ç íàïiâãðóï a) ISn, b) Tn, c) PT n çíàéäiòü ïîòóæíiñòü
ãîëîâíîãî ïðàâîãî iäåàëó, ïîðîäæåíîãî åëåìåíòîì ðàíãó k.

31. Äëÿ êîæíî¨ ç íàïiâãðóï a) ISn, b) Tn, c) PT n çíàéäiòü ïîòóæíiñòü
ãîëîâíîãî äâîñòîðîííüîãî iäåàëó, ïîðîäæåíîãî åëåìåíòîì ðàíãó k.

32. a) Íåõàé S � íàïiâãðóïà. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ φa,b : x 7→ axb
áóäå ií'¹êòèâíèì åíäîìîðôiçìîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè S � ìîíî¨ä ç
îäèíèöåþ e i ba = e.

b) Íåõàé S � êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ
φa,b : x 7→ axb áóäå åíäîìîðôiçìîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ab � iäåì-
ïîòåíò.

33. Ïiäðàõóéòå êiëüêiñòü ðiçíèõ ãîëîâíèõ ïðàâèõ iäåàëiâ ó íàïiâãðóïàõ:
a) Tn, b) PT n.

34. Äîâåäiòü, ùî â êîæíié iç íàïiâãðóï ISn, Tn òà PT n D-êëàñ, ïîðî-
äæåíèé åëåìåíòîì ðàíãó k, ìiñòèòü ðiâíî

(
n
k

)
ðiçíèõ L-êëàñiâ.

35. Äëÿ êîæíî¨ ç íàïiâãðóï: a) ISn, b) Tn, c) PT n ïiäðàõóéòå êiëüêiñòü
ðiçíèõ R-êëàñiâ, ùî ìiñòÿòüñÿ â D-êëàñi, ïîðîäæåíîìó åëåìåíòîì
ðàíãó k.

36. Äîâåäiòü, ùî â êîæíié iç íàïiâãðóï ISn, Tn òà PT n R-êëàñ, ïîðîäæåíèé
åëåìåíòîì ðàíãó k, ìiñòèòü ðiâíî

(
n
k

)
k! åëåìåíòiâ.

37. Äëÿ êîæíî¨ ç íàïiâãðóï: a) ISn, b) Tn, c) PT n çíàéäiòü êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ, ùî ìiñòÿòüñÿ â L-êëàñi, ïîðîäæåíîìó åëåìåíòîì ðàíãó k.

38. Äëÿ êîæíî¨ ç íàïiâãðóï: a) ISn, b) Tn, c) PT n çíàéäiòü êiëüêiñòü
iäåìïîòåíòiâ, ùî ìiñòÿòüñÿ â D-êëàñi, ïîðîäæåíîìó åëåìåíòîì ðàíãó k.

39. Äîâåäiòü, ùî êîëè åëåìåíò a ∈ Tn ìà¹ ðàíã k, òî êëàñ L(a) ìiñòèòü kn−k

iäåìïîòåíòiâ.

40. Îïèøiòü âiäíîøåííÿ �ðiíà íà ìóëüòèïëiêàòèâíié íàïiâãðóïi ìàòðèöü
S =

{(
a 0
b 1

) ∣∣ a, b ∈ R, a ≥ 1, b > 0
}
.

41. Äîâåäiòü, ùî íàïiâãðóïà áóäå ðåãóëÿðíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ
äîâiëüíèõ ïðàâîãî iäåàëó R i ëiâîãî iäåàëó L âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
R ∩ L = RL.
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42. Äîâåäiòü, ùî ðåãóëÿðíà íàïiâãðóïà ìiñòèòü ðiâíî îäèí iäåìïîòåíò òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ ãðóïîþ.

43. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ðåãóëÿðíà íàïiâãðóïà çi ñêîðî÷åííÿì ¹ ãðóïîþ.

44. Äîâåäiòü, ùî â íàïiâãðóïi S áóäü-ÿêi äâà åëåìåíòè ¹ âçà¹ìíî iíâåðñíèìè
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè íàïiâãðóïà S àíòèêîìóòàòèâíà (òîáòî ç ab = ba
âèïëèâà¹ a = b).

45. Äîâåäiòü, ùî ðåãóëÿðíà íàïiâãðóïà S áóäå iíâåðñíîþ òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè iñíó¹ àíòèãîìîìîðôiçì φ : S → S (òîáòî φ(ab) = φ(b)φ(a) äëÿ
äîâiëüíèõ a, b ∈ S), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òàêi äâi óìîâè: a) φ2 � òîòîæíèé
àâòîìîðôiçì, b) φ(e) = e äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòà e.

46. Äîâåäiòü, ùî åëåìåíòè a i b íàïiâãðóïè S ¹ âçà¹ìíî iíâåðñíèìè i êîìó-
òóþòü òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíè ¹ îáåðíåíèìè îäèí äî îäíîãî åëåìåí-
òàìè äåÿêî¨ ïiäãðóïè H ⊆ S. Çîêðåìà, ÿêùî êîæíèé åëåìåíò iíâåðñíî¨
íàïiâãðóïè S êîìóòó¹ çi ñâî¨ì iíâåðñíèì, òî S ¹ îá'¹äíàííÿì ãðóï.

47. Äîâåäiòü, ùî êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ ÷åòâiðêè a, b, c, d åëåìåíòiâ íàïiâãðóïè
S iç ðiâíîñòi ab = cd âèïëèâà¹, ùî a = c àáî b = d, òî àáî S ¹ íàïiâãðóïîþ
ëiâèõ îäèíèöü, àáî S ¹ íàïiâãðóïîþ ïðàâèõ îäèíèöü.

48.∗ Íåõàé íà êîìïàêòíîìó ãàóñäîðôîâîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði S âè-
çíà÷åíà àñîöiàòèâíà äiÿ ∗ : S × S → S, ÿêà íåïåðåðâíà çà êîæíèì ç
àðãóìåíòiâ. Äîâåäiòü, ùî íàïiâãðóïà ⟨S, ∗⟩ ìiñòèòü iäåìïîòåíò.
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3 Ðåøiòêè

3.1 Ðåøiòêè

Íåõàé M � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà. Åëåìåíò b íàçèâà¹òüñÿ
íèæíüîþ ãðàííþ ïiäìíîæèíè A ⊆ M , ÿêùî äëÿ êîæíîãî a ∈ A âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü b ≤ a. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ âåðõíÿ ãðàíü ïiäìíî-
æèíè A.

Íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ, ÿêùî âîíà áiëüøà
çà áóäü-ÿêó iíøó íèæíþ ãðàíü öi¹¨ ìíîæèíè. Iíøèìè ñëîâàìè, òî÷íà
íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè A � öå íàéáiëüøèé åëåìåíò ìíîæèíè âñiõ íè-
æíiõ ãðàíåé ìíîæèíè A. ßêùî òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè A iñíó¹,
òî ïîçíà÷à¹ìî ¨¨ inf A.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü ìíîæèíè A (ïîçíà÷à-
¹òüñÿ supA).

Íàéáiëüøèé åëåìåíò ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè M (ÿêùî âií
iñíó¹) áóäåìî íàçèâàòè îäèíèöåþ i ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì 1. Àíàëîãi÷íî
íàéìåíøèé íàçèâàòèìåìî íóëåì i ïîçíà÷àòèìåìî 0. ßêùî M ìiñòèòü
îäèíèöþ (âiäïîâiäíî íóëü), òî çðó÷íî ïîêëàñòè inf(∅) = 1 (âiäïîâiäíî
sup(∅) = 0).

Íàãàäà¹ìî, ùî ëàíöþãîì íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíî-
æèíà.

Ëåìà 3.1 (Êóðàòîâñüêèé�Öîðí). ßêùî â ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíié ìíî-
æèíi M êîæåí ëàíöþã ìà¹ âåðõíþ ãðàíü, òî â M ¹ ìàêñèìàëüíèé
åëåìåíò.

Ìîæíà ïîêàçàòè (äèâ., íàïðèêëàä, [10], � 1.6), ùî öÿ ëåìà åêâiâà-
ëåíòíà àêñiîìi âèáîðó. Çðîçóìiëî, ùî âèáið iç êiëüêîõ åêâiâàëåíòíèõ
òâåðäæåíü òîãî, ÿêå ââàæàòè àêñiîìîþ (òîäi ðåøòà òâåðäæåíü ñòàþòü
òåîðåìàìè) ¹ ñïðàâîþ äîìîâëåíîñòi òà çðó÷íîñòi. Òàê, ó ãåîìåòði¨ àêñiî-
ìà ïàðàëåëüíîñòi çàðàç ôîðìóëþ¹òüñÿ çàçâè÷àé íå â òîìó âèãëÿäi, ÿêèé
âîíà ìàëà â Åâêëiäà. Ïîçàÿê â àëãåáði ëåìà Êóðàòîâñüêîãî�Öîðíà âè-
êîðèñòîâó¹òüñÿ äóæå ÷àñòî (çîêðåìà, ìè âæå çàñòîñîâóâàëè ¨¨ â ðîçäi-
ëi 1 ïðè äîâåäåííi òåîðåìè Áiðêãîôà), òî íàì çðó÷íî ââàæàòè àêñiîìîþ
ñàìå ¨¨.

Ëåìó 3.1 ÷àñòî íàçèâàþòü ïðîñòî ëåìîþ Öîðíà, õî÷à Êóðàòîâñüêèé
äîâiâ ¨¨ çíà÷íî ðàíiøå. Íåõòóâàííÿ ïèòàííÿìè ïðiîðèòåòó âèêëèêàíå
íå òiëüêè òèì, ùî äðóãà íàçâà êîðîòøà. Ñàìå Öîðí ó êiíöi 1930-õ ðð.
äàâ ïåðøi ÿñêðàâi ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ ëåìè. Iç òîãî ÷àñó ëåìà
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Êóðàòîâñüêîãî�Öîðíà ñòàëà ïîïóëÿðíîþ i ìàéæå âèòiñíèëà äîâåäåííÿ
ç âèêîðèñòàííÿì òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨.

ßê òèïîâèé ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ ëåìè, ðîçãëÿíåìî äîâåäåí-
íÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè, íà ÿêó ìè âæå ïîñèëàëèñÿ â ðîçäiëi 2. ×åðåç
a△ i a▽ ïîçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî íèæíié {x ∈ M | x ≤ a} i âåðõíié
{y ∈M | y ≥ a} êîíóñè åëåìåíòà a ∈M .

Òåîðåìà 3.1 (Øïiëüðàéí). Êîæåí ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê < íà ìíîæèíi
M ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó.

Äîâåäåííÿ. ×àñòêîâi ïîðÿäêè ðîçãëÿäà¹ìî ÿê áiíàðíi âiäíîøåííÿ íà
ìíîæèíi M (òîáòî ÿê ïiäìíîæèíè ç M ×M). Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó S
óñiõ ïðîäîâæåíü ïîðÿäêó <, óïîðÿäêîâàíó çà âêëþ÷åííÿì (ìíîæèíà S
íå ïîðîæíÿ, áî ìiñòèòü ïî÷àòêîâèé ïîðÿäîê <). Êîæåí ëàíöþã ìíîæè-
íè S áóäå îáìåæåíèé çãîðè îá'¹äíàííÿì åëåìåíòiâ öüîãî ëàíöþãà. Çà
ëåìîþ Öîðíà ó ìíîæèíi S ¹ ìàêñèìàëüíi åëåìåíòè. ßêùî äëÿ ÷àñòêî-
âîãî ïîðÿäêó < iñíóþòü íåïîðiâíÿëüíi åëåìåíòè a i b, òî éîãî ìîæíà
ïðîäîâæèòè: ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî < ∪{(x, y) | x ∈ a△, y ∈ b▽}
òàêîæ ¹ ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì. Òîìó ìàêñèìàëüíi åëåìåíòè ¹ ëiíiéíèìè
ïîðÿäêàìè.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ñêií÷åííèõ ìíîæèí òåîðåìó Øïiëüðàéíà ìî-
æíà äîâîäèòè iíäóêöi¹þ çà ïîòóæíiñòþ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó (ÿê áiíàð-
íîãî âiäíîøåííÿ íàM). Iíøèé ñïîñiá: ïåðåíóìåðàöi¹þ åëåìåíòiâ ÷àñòêî-
âî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ìàòðèöþ iíöèäåíòíîñòi ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó
ìîæíà çðîáèòè âåðõíüîþ òðèêóòíîþ, ïiñëÿ ÷îãî âåðõíié òðèêóòíèê ìà-
òðèöi çàïîâíèòè îäèíèöÿìè.

ßêùî òî÷íà íèæíÿ ãðàíü iñíó¹ äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ, òî
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà M íàçèâà¹òüñÿ íèæíüîþ íàïiâðåøi-
òêîþ. Ó öüîìó âèïàäêó âçÿòòÿ òî÷íî¨ íèæíüî¨ ãðàíi ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ÿê áiíàðíó îïåðàöiþ íàM , ÿêó çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì ∧. Òàêèì
÷èíîì, a ∧ b = inf(a, b).

Àíàëîãi÷íî âåðõíüîþ íàïiâðåøiòêîþ. íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî âïîðÿä-
êîâàíà ìíîæèíà M , ó ÿêié äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ iñíó¹ òî÷íà
âåðõíÿ ãðàíü. Âiäïîâiäíó áiíàðíó îïåðàöiþ íàM ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì
∨ (òîáòî a ∨ b = sup(a, b)).

×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ÿêà ¹ ÿê íèæíüîþ íàïiâðåøiòêîþ,
òàê i âåðõíüîþ, íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòî ðåøiòêîþ4.

4Ó òåîði¨ ðåøiòîê ïîðó÷ iç ñèìâîëîì ∨ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü çíàê äîäàâàííÿ, à
ïîðó÷ iç ñèìâîëîì ∧ � çíàê ìíîæåííÿ. Öå iíêîëè ïîëåãøó¹ ÷èòàííÿ ôîðìóë.
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Âïðàâà 3.1. Äîâåäiòü, ùî êîæíà íèæíÿ (âiäïîâiäíî âåðõíÿ) íàïiâðå-
øiòêà óòâîðþ¹ âiäíîñíî îïåðàöi¨ a ∧ b (âiäïîâiäíî a ∨ b) êîìóòàòèâíó
iíâåðñíó iäåìïîòåíòíó íàïiâãðóïó.

Ïðèêëàäè. 1. Êîæíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíàM ¹ ðåøiòêîþ.
Ñïðàâäi, â öüîìó âèïàäêó äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ a i b ìà¹ìî
inf(a, b) = min(a, b), sup(a, b) = max(a, b).

2. Óïîðÿäêîâàíà çà âêëþ÷åííÿì ìíîæèíà B(M) óñiõ ïiäìíîæèí
ìíîæèíèM òàêîæ áóäå ðåøiòêîþ: inf(A,B) = A∩B, sup(A,B) = A∪B.
Öÿ ðåøiòêà ìiñòèòü îäèíèöþ M i íóëü ∅.

3. Îñêiëüêè ïåðåòèí i îá'¹äíàííÿ äâîõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí òàêîæ
áóäå ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ, òî ðåøiòêîþ áóäå i âïîðÿäêîâàíà çà âêëþ-
÷åííÿì ìíîæèíà Bfin(M) óñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè M .

4. ßêùî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi âèçíà÷èòè çà äîïîìîãîþ
âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi (òîáòî ïîêëàäåìî m ≼ n òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
m | n), òî çíîâó îòðèìà¹ìî ðåøiòêó. Ó öüîìó âèïàäêó inf(m,n) =
= ÍÑÄ(m,n) i sup(m,n) = ÍÑÊ(m,n). Öþ ðåøiòêó ïîçíà÷àòèìåìî (N, |).

Áàãàòî ïðèêëàäiâ ðåøiòîê äà¹ àëãåáðà. Ãîëîâíèìè ç íèõ ¹ âïîðÿäêî-
âàíi çà âêëþ÷åííÿì ìíîæèíà Sub(A) óñiõ ïiäàëãåáð óíiâåðñàëüíî¨ àëãå-
áðè A òà ìíîæèíà Con(A) óñiõ êîíãðóåíöié íà àëãåáði A. Iç ðåøiòêàìè
êîíãðóåíöié âiäïîâiäíèõ àëãåáð òiñíî ïîâ'ÿçàíi òàêi ðåøiòêè, ÿê ðåøiòêà
âñiõ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ãðóïè, ðåøiòêà iäåàëiâ êiëüöÿ, ðåøiòêà ïiäïðî-
ñòîðiâ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó i ò. ä.

×àñòêîâèé ïîðÿäîê ≼ íàçèâà¹òüñÿ äâî¨ñòèì äî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó
≤, ÿêùî a ≼ b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè b ≤ a. Î÷åâèäíî, ùî ÷àñòêî-
âî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, äâî¨ñòà äî íèæíüî¨ íàïiâðåøiòêè (âåðõíüî¨
íàïiâðåøiòêè, ðåøiòêè), áóäå âåðõíüîþ íàïiâðåøiòêîþ (íèæíüîþ íàïiâ-
ðåøiòêîþ, ðåøiòêîþ).

Iç ëåìè 2.3 âèïëèâà¹, ùî çiñòàâëÿþ÷è êîæíîìó iäåìïîòåíòó ç íàïiâ-
ãðóïè IS(M) éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, îäåðæó¹ìî ái¹êöiþ ìiæ iäåìïî-
òåíòàìè íàïiâãðóïè IS(M) òà åëåìåíòàìè ðåøiòêè B(M). Öÿ ái¹êöiÿ ¹
íàâiòü içîìîðôiçìîì ìiæ íàïiâãðóïàìè E(IS(M)) i ⟨B(M);∩⟩, ïîçàÿê
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ äîáóòêó ef äâîõ iäåìïîòåíòiâ ç IS(M) ¹ ïåðåòèí
îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ ìíîæíèêiâ. Iç öüîãî çàóâàæåííÿ, âïðàâè 3.1 i òåî-
ðåìè Âàãíåðà�Ïðåñòîíà îòðèìó¹ìî

Òâåðäæåííÿ 3.1. Êîæíà íèæíÿ íàïiâðåøiòêà S çàíóðþ¹òüñÿ â ðå-
øiòêó B(S).
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Çàóâàæèìî, ùî çàíóðåííÿ S ↪→ B(S), ïðî ÿêå éäåòüñÿ â öüîìó òâåð-
äæåííi, ¹ ñàìå çàíóðåííÿì íàïiâðåøiòîê, áî ïðè öüîìó çáåðiãà¹òüñÿ íå
òiëüêè ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê, à é òî÷íi íèæíi ãðàíi ïåðåõîäÿòü ó òî÷íi
íèæíi ãðàíi.

Óðàõîâóþ÷è äâî¨ñòiñòü îïåðàöié ∪ i ∩ ó ðåøiòöi B(M), ïiñëÿ ïåðåõî-
äó äî äîïîâíåíü àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ìîæíà îòðèìàòè i äëÿ âåðõíiõ
íàïiâðåøiòîê.

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî êîëè òî÷íà íèæíÿ (àáî âåðõíÿ) ãðàíü iñíó¹ äëÿ
äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ, òî âiäïîâiäíà òî÷íà ãðàíü iñíó¹ i äëÿ äîâiëü-
íî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ. Àëå äëÿ íåñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí
òî÷íèõ ãðàíåé ìîæå i íå iñíóâàòè. ßêùî æ òî÷íà íèæíÿ ãðàíü iñíó¹
äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè, òî ãîâîðèìî ïðî ïîâíó íèæíþ íàïiâðåøi-
òêó. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ïîâíà íèæíÿ íàïiâðåøiòêà ìiñòèòü íóëü �
öå áóäå òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè âñiõ åëåìåíòiâ.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïîâíà âåðõíÿ íàïiâðåøiòêà. Âîíà çàâæäè
ìiñòèòü îäèíèöþ � òî÷íó âåðõíþ ãðàíü ìíîæèíè âñiõ åëåìåíòiâ. ßêùî
æ äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè iñíóþòü îáèäâi òî÷íi ãðàíi, òî ãîâîðèìî
ïðî ïîâíó ðåøiòêó. Òàêà ðåøiòêà ìiñòèòü i íóëü, i îäèíèöþ.

Òâåðäæåííÿ 3.2. ßêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà M iç îäè-
íèöåþ ¹ ïîâíîþ íèæíüîþ íàïiâðåøiòêîþ, òî M ¹ ïîâíîþ âåðõíüîþ
íàïiâðåøiòêîþ.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè iñíóâàííÿ òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ãðàíi äëÿ A ̸= ∅.
Ìíîæèíà B âñiõ âåðõíiõ ãðàíåé äëÿ A íåïîðîæíÿ, îñêiëüêè ìiñòèòü 1.
Ðîçãëÿíåìî b = inf B. Ïîçàÿê êîæåí åëåìåíò a ∈ A ¹ íèæíüîþ ãðàííþ
äëÿ B, òî a ≤ b äëÿ âñiõ a ∈ A. Òîìó b ¹ âåðõíüîþ ãðàííþ äëÿ A. Iç
îçíà÷åííÿ b îäðàçó âèïëèâà¹, ùî b = supA.

Çðîçóìiëî, ùî êîæíà ñêií÷åííà ðåøiòêà áóäå ïîâíîþ. Ñåðåä íåñêií-
÷åííèõ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíè ïîâíi ðåøiòêè ¹ øâèäøå âèíÿò-
êîì, íiæ ïðàâèëîì. Çîêðåìà, æîäíà ç ìíîæèí N, Z, Q, R iç çâè÷àéíèì
âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó íå ¹ ïîâíîþ ðåøiòêîþ. Àëå ÿêùî ïîïîâíèòè R
íàéáiëüøèì åëåìåíòîì ∞ i íàéìåíøèì åëåìåíòîì −∞, òî îäåðæèìî
ïîâíó ðåøiòêó.

Âàæëèâèì ïðèêëàäîì ïîâíî¨ ðåøiòêè ¹ B(M). Ïîâíèìè ¹ i ðåøiòêà
Sub(A) óñiõ ïiäàëãåáð óíiâåðñàëüíî¨ àëãåáðè A òà ðåøiòêà Con(A) óñiõ
êîíãðóåíöié íà àëãåáði A (öå âèïëèâà¹ iç òâåðäæåíü 1.1 i 3.2 i âïðà-
âè 1.3).

Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê iñíó¹ äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë. Àëå íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå iñíó¹ ëèøå äëÿ ñêií÷åí-
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íèõ ìíîæèí íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Òîìó (N, |) ¹ ëèøå ïîâíîþ íèæíüîþ
íàïiâðåøiòêîþ.

Âïðàâà 3.2. Íåõàé A � óíiâåðñàëüíà àëãåáðà. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí
äîâiëüíèõ êëàñiâ êîíãðóåíòíîñòi ç A ¹ àáî ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, àáî
êëàñîì êîíãðóåíòíîñòi. Çîêðåìà, ïîïîâíåíà ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ
ìíîæèíà âñiõ êëàñiâ êîíãðóåíòíîñòi ç A óòâîðþ¹ âiäíîñíî âêëþ÷å-
ííÿ ïîâíó ðåøiòêó.

Ó âèïàäêó ãðóï öå äà¹ ðåøiòêó êëàñiâ ñóìiæíîñòi çà íîðìàëüíèìè
ïiäãðóïàìè; ó âèïàäêó âåêòîðíèõ ïiäïðîñòîðiâ � ðåøiòêó ëiíiéíèõ ìíî-
ãîâèäiâ.

Âiäîáðàæåííÿ φ : M → M ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè M ó
ñåáå íàçèâà¹òüñÿ åíäîìîðôiçìîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈M iç a ≤ b
âèïëèâà¹ φ(a) ≤ φ(b). Íàñòóïíà òåîðåìà ìà¹ ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ.

Òåîðåìà 3.2 (Òàðñüêèé, 1955). Êîæíèé åíäîìîðôiçì ïîâíî¨ ðåøiòêè
ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ : L→ L � åíäîìîðôiçì ïîâíî¨ ðåøiòêè L. Ïîêëà-
äåìî A = {x ∈ L | x ≤ φ(x)} i íåõàé a = supA. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ A
iç x ≤ a âèïëèâà¹ φ(x) ≤ φ(a), à îñêiëüêè x ≤ φ(x), òî x ≤ φ(a). Òîìó
φ(a) ¹ âåðõíüîþ ãðàííþ ìíîæèíè A. Àëå òîäi

a ≤ φ(a) . (3.1)

Çàóâàæèìî òåïåð, ùî ç (3.1) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü φ(a) ≤ φ2(a). Îòæå,
φ(a) ∈ A. Àëå òîäi φ(a) ≤ a. Ðàçîì iç (3.1) öå äà¹ φ(a) = a.

Òîãî æ ðîêó Äåéâiñ ïîêàçàâ, ùî êîëè êîæåí åíäîìîðôiçì L ðåøiòêè
ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó, òî ðåøiòêà ¹ ïîâíîþ. Òàêèì ÷èíîì, âëàñòèâiñòü
ìàòè íåðóõîìó òî÷êó ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ ïîâíèõ ðåøiòîê5.

Óíiâåðñàëüíà àëãåáðà L ñèãíàòóðè (∨,∧) íàçèâà¹òüñÿ ðåøiòêîþ,
ÿêùî â íié âèêîíóþòüñÿ òàêi àêñiîìè:

(1) a ∨ a = a, a ∧ a = a (çàêîíè iäåìïîòåíòíîñòi);
(2) a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a (çàêîíè êîìóòàòèâíîñòi);
(3) a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c, a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c (çàêîíè

àñîöiàòèâíîñòi);
(4) a ∨ (a ∧ b) = a, a ∧ (a ∨ b) = a (çàêîíè ïîãëèíàííÿ).

5Äîâåäåííÿ òåîðåìè Äåéâiñà ¹ â êíèçi Ñêîðíÿêîâ Ë.À. Ýëåìåíòû òåîðèè ñòðó-
êòóð. � Ì., Íàóêà, 1982.
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Çàäà÷à 3.1. Äîâåäiòü, ùî àêñiîìè iäåìïîòåíòíîñòi âèïëèâàþòü iç ðå-
øòè àêñiîì ðåøiòêè. (Âêàçiâêà. a=a∧(a∨a)⇒ a∨a=a∨(a∧(a∨a))=a.)

Àêñiîìè, ÿêi âèçíà÷àþòü ðåøiòêó, ¹ äâî¨ñòèìè îäíà äî îäíî¨: ÿêùî â
ÿêiéñü iç àêñiîì çàìiíèòè âñi çíàêè ∨ íà ∧ i íàâïàêè, òî çíîâó îòðèìà¹ìî
àêñiîìó. Çâiäñè âèïëèâà¹

Ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi äëÿ ðåøiòîê: ÿêùî ç àêñiîì ðåøiòêè âèâî-
äèòüñÿ ðiâíiñòü u = v, òî ïiñëÿ çàìiíè â öié ðiâíîñòi âñiõ çíàêiâ ∨
íà ∧ i íàâïàêè çíîâó îòðèìà¹ìî ïðàâèëüíó ðiâíiñòü.

Êîæíà ðåøiòêà ÿê ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
â ðåøiòêó ÿê óíiâåðñàëüíó àëãåáðó, ÿêùî ïîêëàñòè

a ∨ b := sup(a, b), a ∧ b := inf(a, b) (3.2)

(âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåíü (1)�(4) ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ). Çâîðîòíèé
ïåðåõiä âiä ðåøiòêè ÿê óíiâåðñàëüíî¨ àëãåáðè äî ðåøiòêè ÿê ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè òåæ ðîáèòüñÿ ëåãêî. Ñïðàâäi, ïîêëàäåìî

a ≤ b : ⇔ a ∧ b = a . (3.3)

Ç iäåìïîòåíòíîñòi îïåðàöi¨ ∧ âèïëèâà¹, ùî âèçíà÷åíå òàêèì ÷èíîì
âiäíîøåííÿ ≤ ¹ ðåôëåêñèâíèì. Iç êîìóòàòèâíîñòi ∧ âèïëèâà¹, ùî îäíî-
÷àñíå âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåíü a ≤ b i b ≤ a ðiâíîñèëüíå âèêîíàííþ
ðiâíîñòåé a ∧ b = a i a ∧ b = b. Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó a = b, à òîìó
âiäíîøåííÿ ≤ ¹ àíòèñèìåòðè÷íèì. Íàðåøòi, ÿêùî a ≤ b i b ≤ c, òî ç
ðiâíîñòåé a ∧ b = a i b ∧ c = b òà àñîöiàòèâíîñòi îòðèìó¹ìî

a ∧ c = (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) = a ∧ b = a.

Òîìó âiäíîøåííÿ ≤ ¹ òðàíçèòèâíèì. Îòæå, âiäíîøåííÿ ≤ ¹ âiäíîøåí-
íÿì ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó.

Çàóâàæåííÿ. Çàìiñòü (3.3) âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó â ðåøiòöi ⟨L;∨,∧⟩
ìîæíà âèçíà÷àòè ïðàâèëîì a ≤ b : ⇔ a ∨ b = b. Âèéäå òå ñàìå âiä-
íîøåííÿ ïîðÿäêó, òîìó ùî ðiâíîñòi a ∧ b = a é a ∨ b = b ðiâíîñèëüíi.
Ñïðàâäi, ÿêùî a∧ b = a, òî çà çàêîíîì ïîãëèíàííÿ a∨ b = (a∧ b)∨ b = b.
Îáåðíåíà iìïëiêàöiÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ öüîãî âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó inf(a, b) çáiãà¹òüñÿ ç
a ∧ b, à sup(a, b) çáiãà¹òüñÿ ç a ∨ b. Ñïðàâäi,
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(a ∧ b) ∧ a = a ∧ (b ∧ a) = a ∧ (a ∧ b) = (a ∧ a) ∧ b = a ∧ b

i, àíàëîãi÷íî, (a ∧ b) ∧ b = a ∧ b. Îòæå, a ∧ b ≤ a i a ∧ b ≤ b, òîáòî a ∧ b ¹
íèæíüîþ ãðàííþ åëåìåíòiâ a i b. Íàðåøòi, ÿêùî c ≤ a i c ≤ b, òî c∧a = c
i c ∧ b = c. Àëå òîäi

c ∧ (a ∧ b) = (c ∧ a) ∧ b = c ∧ b = c ,

òîáòî c ≤ (a ∧ b). Îòæå, a ∧ b ¹ íàéáiëüøîþ ç íèæíiõ ãðàíåé åëåìåíòiâ
a i b, òîáòî òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàííþ öèõ åëåìåíòiâ.

Òå, ùî sup(a, b) çáiãà¹òüñÿ ç a ∨ b, äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, ëèøå ç
âèêîðèñòàííÿì ïðàâèëà a ≤ b : ⇔ a ∨ b = b.

Òàêèì ÷èíîì, íà ðåøiòêó ÿê ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó i íà
ðåøiòêó ÿê óíiâåðñàëüíó àëãåáðó ìîæíà äèâèòèñÿ ÿê íà îäèí i òîé ñà-
ìèé îá'¹êò, îïèñàíèé äâîìà ìîâàìè. Òîìó äëÿ öèõ äâîõ ïîíÿòü âæèâà-
¹òüñÿ îäèí òåðìií, i íàäàëi, ãîâîðÿ÷è ïðî ðåøiòêó, ìè ðîçãëÿäàòèìåìî
¨¨, çàëåæíî âiä êîíòåêñòó, òî ÿê ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó, òî ÿê
óíiâåðñàëüíó àëãåáðó.

Çàóâàæåííÿ. Çàìiñòü (3.3) âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó â ðåøiòöi ⟨L;∨,∧⟩
ìîæíà âèçíà÷àòè ïðàâèëîì a ≤ b : ⇔ a ∨ b = b. Âèéäå òå ñàìå âiä-
íîøåííÿ ïîðÿäêó, òîìó ùî ðiâíîñòi a ∧ b = a é a ∨ b = b ðiâíîñèëüíi.
Ñïðàâäi, ÿêùî a∧ b = a, òî çà çàêîíîì ïîãëèíàííÿ a∨ b = (a∧ b)∨ b = b.
Îáåðíåíà iìïëiêàöiÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Âïðàâà 3.3. 1. Äîâåäiòü, ùî â ðåøiòöi ç íåðiâíîñòåé a ≤ b i c ≤ d
âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi a ∨ c ≤ b ∨ d i a ∧ c ≤ b ∧ d.

2. Äîâåäiòü, ùî äåêàðòiâ äîáóòîê ðåøiòîê òàêîæ ¹ ðåøiòêîþ.

Ïiäìíîæèíà B ðåøiòêè L íàçèâà¹òüñÿ ïiäðåøiòêîþ, ÿêùî âîíà ¹
ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè ⟨L;∨,∧⟩. Òàêèì ÷èíîì, ïiäìíîæèíà ðåøiòêè, ÿêà
ñàìà ¹ ðåøiòêîþ âiäíîñíî iíäóêîâàíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó, i ïiäðåøi-
òêà � öå ðiçíi ðå÷i: òî÷íi íèæíÿ i âåðõíÿ ãðàíi âiäíîñíî ïîðÿäêó, ií-
äóêîâàíîãî íà B, ìîæóòü íå çáiãàòèñÿ ç âiäïîâiäíèìè ãðàíÿìè â ñàìié
ðåøiòöi L.

Íàïðèêëàä, äëÿ ðåøiòêè ç äiàãðàìîþ

@@��
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ïiäìíîæèíà {a, b, c, d} áóäå ïiäðåøiòêîþ, à ïiäìíîæèíà {a, b, c, e} õî÷ i
¹ ðåøiòêîþ âiäíîñíî iíäóêîâàíîãî ïîðÿäêó, àëå ïiäðåøiòêîþ íå ¹.

3.2 Äèñòðèáóòèâíi ðåøiòêè

Ðåøiòêà ⟨L;∨,∧⟩ íàçèâà¹òüñÿ äèñòðèáóòèâíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
a, b, c ∈ L

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c), a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c). (3.4)

Çàêîíè (3.4) ¹ äâî¨ñòèìè îäèí äî îäíîãî, òîìó â äèñòðèáóòèâíèõ
ðåøiòêàõ òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi.

Çàäà÷à 3.2. Äîâåäiòü, ùî äèñòðèáóòèâíi çàêîíè (3.4) ðiâíîñèëüíi,
òîáòî ùî êîæåí iç íèõ âèâîäèòüñÿ ç iíøîãî. (Óâàãà! Ïðè ðîçâ'ÿçó-
âàííi öi¹¨ çàäà÷i ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi âèêîðèñòîâóâàòè íå ìîæíà!)

Ïðèêëàäè. 1. Iç ðiâíîñòi

min(a,max(b, c)) = max(min(a, b),min(a, c)) (3.5)

i çàäà÷i 3.2 âèïëèâà¹, ùî êîæíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ¹ äèñòðè-
áóòèâíîþ ðåøiòêîþ.

2. Äèñòðèáóòèâíiñòü ðåøiòêè B(M) óñiõ ïiäìíîæèí äàíî¨ ìíîæèíè
M âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) i A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Çðîçóìiëî, ùî êîæíà ïiäðåøiòêà äèñòðèáóòèâíî¨ ðåøiòêè ñàìà áóäå
äèñòðèáóòèâíîþ.

Âïðàâà 3.4. Äîâåäiòü, ùî äåêàðòiâ äîáóòîê äèñòðèáóòèâíèõ ðåøi-
òîê òàêîæ ¹ äèñòðèáóòèâíîþ ðåøiòêîþ.

Çàäà÷à 3.3. Äîâåäiòü, ùî âïîðÿäêîâàíà çà äîïîìîãîþ âiäíîøåííÿ ïî-
äiëüíîñòi ðåøiòêà ⟨N; |⟩ ¹ äèñòðèáóòèâíîþ.

Òâåðäæåííÿ 3.3. Ìíîæèíà ëiâèõ (ïðàâèõ, äâîñòîðîííiõ) iäåàëiâ íà-
ïiâãðóïè óòâîðþ¹ âiäíîñíî îïåðàöié ∪ i ∩ äèñòðèáóòèâíó ðåøiòêó.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê îá'¹äíàííÿ i ïåðåòèí ëiâèõ (ïðàâèõ, äâîñòîðîííiõ)
iäåàëiâ íàïiâãðóïè òàêîæ ¹ ëiâèì (ïðàâèì, äâîñòîðîííiì) iäåàëîì. Òîìó
ìíîæèíà ëiâèõ (ïðàâèõ, äâîñòîðîííiõ) iäåàëiâ íàïiâãðóïè S ¹ ïiäðåøi-
òêîþ ðåøiòêè B(S).
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Ëåìà 3.2. Ó äèñòðèáóòèâíié ðåøiòöi ç ðiâíîñòåé a ∨ c = b ∨ c i
a ∧ c = b ∧ c âèïëèâà¹ ðiâíiñòü a = b.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî ëàíöþæêà ðiâíîñòåé:

a = a ∨ (a ∧ c) = a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) =

= (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) = b ∨ (a ∧ c) = b ∨ (b ∧ c) = b.

Ëåìà 3.3. Êîæíà ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíà äèñòðèáóòèâíà ðåøiòêà ìiñ-
òèòü íå áiëüøå äâîõ åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äèñòðèáóòèâíà ðåøiòêà L ìiñòèòü ≥ 3 åëå-
ìåíòiâ. Òîäi â L ìîæíà âèáðàòè ëàíöþã a < b < c (öå î÷åâèäíî, ÿêùî
L ¹ ëàíöþãîì; ÿêùî æ â L ¹ íåïîðiâíÿëüíi åëåìåíòè x i y, òî ìîæíà
âçÿòè ëàíöþã x ∧ y < x < x ∨ y). Ðîçãëÿíåìî íèæíié b△ = {x | x ≤ b} i
âåðõíié b▽ = {y | y ≥ b} êîíóñè åëåìåíòà b i âiäîáðàæåííÿ

φ : L→ b△ × b▽, x 7→ (x ∧ b, x ∨ b). (3.6)

Òîäi

φ(x ∨ y) =
(
(x ∨ y) ∧ b, (x ∨ y) ∨ b

)
=

(
(x ∧ b) ∨ (y ∧ b), (x ∨ b) ∨ (y ∨ b)

)
=

= (x ∧ b, x ∨ b) ∨ (y ∧ b, y ∨ b) = φ(x) ∨ φ(y)

i

φ(x ∧ y) =
(
(x ∧ y) ∧ b, (x ∧ y) ∨ b

)
=

(
(x ∧ b) ∧ (y ∧ b), (x ∨ b) ∧ (y ∨ b)

)
=

= (x ∧ b, x ∨ b) ∧ (y ∧ b, y ∨ b) = φ(x) ∧ φ(y).

Îòæå, φ � ãîìîìîðôiçì ðåøiòîê. Êðiì òîãî, ÿêùî φ(x) = φ(y), òî
x ∧ b = y ∧ b i x ∨ b = y ∨ b, çâiäêè, çà ëåìîþ 3.2, x = y. Òîìó φ �
ìîíîìîðôiçì.

Î÷åâèäíî, ùî ïðè êîæíié iç êàíîíi÷íèõ ïðîåêöié πb△ , πb▽ ïðÿìîãî
äîáóòêó b△ × b▽ íà ìíîæíèêè b△, b▽ îáðàç φ(L) ïðîåêòó¹òüñÿ íà âåñü
ìíîæíèê. Îäíàê

πb△(φ(b)) = πb△(φ(c)) = b, πb▽(φ(b)) = πb▽(φ(a)) = b,

òîáòî ïðîåêöiÿ φ(L) íà êîæåí iç ìíîæíèêiâ b△, b▽ íå ¹ içîìîðôiçìîì. Òà-
êèì ÷èíîì, L ðîçêëàäåíà â íåòðèâiàëüíèé ïiäïðÿìèé äîáóòîê ðåøiòîê
b△ i b▽.

67



Òåîðåìà 3.3. Êîæíà äèñòðèáóòèâíà ðåøiòêà içîìîðôíà äåÿêié ðåøi-
òöi ìíîæèí (òîáòî ïiäðåøiòöi ðåøiòêè âñiõ ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ìíî-
æèíè). Çîêðåìà, êîæíà ñêií÷åííà äèñòðèáóòèâíà ðåøiòêà içîìîðô-
íà äåÿêié ïiäðåøiòöi ðåøiòêè âñiõ ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨
ìíîæèíè.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Áiðêãîôà (òåîðåìà 1.7) êîæíà óíiâåðñàëüíà
àëãåáðà ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïiäïðÿìèé äîáóòîê ïiäïðÿìî íåðîçêëàäíèõ
àëãåáð. Òîìó ç ëåìè 3.3 âèïëèâà¹, ùî äèñòðèáóòèâíà ðåøiòêà L ðîç-
êëàäà¹òüñÿ ó ïiäïðÿìèé äîáóòîê L ↪→

∏
i∈I Ui äâîåëåìåíòíèõ ðåøiòîê

Ui = {0, 1}. Åëåìåíòè ç
∏
i∈I Ui ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè ÿê õàðàêòåðèñòè-

÷íi ôóíêöi¨ ïiäìíîæèí iç I. Êðiì òîãî, iç äîâåäåííÿ ëåìè 3.3 âèïëèâà¹,
ùî äëÿ ñêií÷åííî¨ ðåøiòêè L ìíîæèíà I òàêîæ ñêií÷åííà.

3.3 Ìîäóëÿðíi ðåøiòêè

Äëÿ êîæíî¨ ïàðè a ≤ c åëåìåíòiâ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè L
ìîæíà âèçíà÷èòè iíòåðâàë [a, c] := {x | a ≤ x ≤ c}. Çðîçóìiëî, ùî êîëè
L ¹ ðåøiòêîþ, òî êîæíèé iíòåðâàë ¹ ïiäðåøiòêîþ.

Äëÿ êîæíîãî iíòåðâàëó [a, c], a ≤ c, ðåøiòêè ⟨L;∨,∧⟩ ìîæíà âèçíà-
÷èòè òàê çâàíi âiäîáðàæåííÿ ïðîåêòóâàííÿ ðåøiòêè íà öåé iíòåðâàë:

λ[a,c] : x 7→ a ∨ (x ∧ c), ρ[a,c] : x 7→ (a ∨ x) ∧ c. (3.7)

Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [a, c] ìà¹ìî

λ[a,c](x) = a ∨ (x ∧ c) = a ∨ x = x i ρ[a,c](x) = (a ∨ x) ∧ c = x ∧ c = x .

Îòæå, òî÷êè iíòåðâàëó [a, c] ïðè öèõ âiäîáðàæåííÿõ ëèøàþòüñÿ íåðóõî-
ìèìè (ñàìå òîìó öi âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòüñÿ ïðîåêòóâàííÿìè). Êðiì
òîãî ìà¹ìî òàêi iìïëiêàöi¨:

x ≤ y ⇒ x∧ c ≤ y∧ c ⇒ a∨ (x∧ c) ≤ a∨ (y∧ c) ⇒ λ[a,c](x) ≤ λ[a,c](y) .

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî é âiäîáðàæåííÿ ρ[a,c] çáåðiãà¹ âiäíîøåííÿ
ïîðÿäêó.

Âïðàâà 3.5. Ïåðåâiðòå, ùî

λ[a,c] = λ2[a,c] = λ[a,c]ρ[a,c], ρ[a,c]λ[a,c] = ρ2[a,c] = ρ[a,c].

Îñêiëüêè x ≤ a ∨ x, òî x ∧ c ≤ (a ∨ x) ∧ c. Êðiì òîãî, a ≤ (a ∨ x) ∧ c.
Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ L âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

λ[a,c](x) = a ∨ (x ∧ c) ≤ (a ∨ x) ∧ c = ρ[a,c](x) . (3.8)
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ßêùî â (3.8) äëÿ âñiõ x ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü, òî iíòåðâàë [a, c] íàçèâà¹òüñÿ
ìîäóëÿðíèì. Ðåøiòêà ⟨L;∨,∧⟩, â ÿêié êîæåí iíòåðâàë ¹ ìîäóëÿðíèì,
íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëÿðíîþ (àáî äåäåêiíäîâîþ). Iíøèìè ñëîâàìè, ðåøiòêà
⟨L;∨,∧⟩ íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëÿðíîþ, ÿêùî

äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ L iç íåðiâíîñòi a ≤ c âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

(a ∨ b) ∧ c = a ∨ (b ∧ c) . (3.9)
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî àêñiîìà ìîäóëÿðíîñòi ¹ ñàìîäâî¨ñòîþ (äëÿ öüîãî
íåðiâíiñòü a ≤ c êðàùå ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi a ∧ c = a). Òîìó äëÿ
ìîäóëÿðíèõ ðåøiòîê òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi.

Âàæëèâiñòü ìîäóëÿðíèõ ðåøiòîê äëÿ àëãåáðè ïîÿñíþ¹òüñÿ ïðîñòî:
ðåøiòêà âñiõ êîíãðóåíöié íà àëãåáðè÷íié ñèñòåìi äóæå ÷àñòî ¹ ìîäóëÿð-
íîþ. Çîêðåìà, öå òàê äëÿ ãðóï i êiëåöü (äèâ. çàäà÷i 26 i 27).

Âïðàâà 3.6. 1. Äîâåäiòü, ùî êîæíà äèñòðèáóòèâíà ðåøiòêà ¹ ìî-
äóëÿðíîþ.

1. Äîâåäiòü, ùî äåêàðòiâ äîáóòîê ìîäóëÿðíèõ ðåøiòîê òàêîæ ¹
ìîäóëÿðíîþ ðåøiòêîþ.

Òåîðåìà 3.4. ßêùî êîíãðóåíöi¨ íà óíiâåðñàëüíié àëãåáði A êîìóòó-
þòü ÿê áiíàðíi âiäíîøåííÿ, òî ðåøiòêà Con (A) ¨¨ êîíãðóåíöié áóäå
ìîäóëÿðíîþ.

Äîâåäåííÿ ðîçiá'¹ìî íà êiëüêà êðîêiâ.

1. ßêùî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi φ i ψ êîìóòóþòü (òîáòî
φ ◦ ψ = ψ ◦ φ), òî ¨õ äîáóòîê φ ◦ ψ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.
Ñïðàâäi, ðåôëåêñèâíiñòü äîáóòêó φ◦ψ î÷åâèäíà. ßêùî (a, c) ∈ φ◦ψ, òî
iñíó¹ òàêå b, ùî (a, b) ∈ φ, (b, c) ∈ ψ. Àëå òîäi (c, b) ∈ ψ i (b, a) ∈ φ, çâiäêè
(c, a) ∈ ψ ◦ φ. Òîìó (c, a) ∈ φ ◦ ψ i äîáóòîê φ ◦ ψ ¹ ñèìåòðè÷íèì âiäíî-
øåííÿì. Íàðåøòi, ÿêùî ùå (c, e) ∈ φ ◦ ψ, òî iñíó¹ òàêå d, ùî (c, d) ∈ φ,
(d, e) ∈ ψ. Ïîçàÿê (b, d) ∈ ψ ◦ φ, òî (b, d) ∈ φ ◦ ψ i äëÿ äåÿêîãî x áóäå
(b, x) ∈ φ, (x, d) ∈ ψ. Iç òðàíçèòèâíîñòi φ i ψ âèïëèâà¹, ùî (a, x) ∈ φ,
(x, e) ∈ ψ, à òîìó (a, e) ∈ φ ◦ ψ. Îòæå, äîáóòîê φ ◦ ψ ¹ é òðàíçèòèâíèì
âiäíîøåííÿì.

2. ßêùî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi φ i ψ êîìóòóþòü, òî äîáó-
òîê φ ◦ ψ ¹ íàéìåíøèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêå ìiñòèòü
φ i ψ. Ñïðàâäi, iç ðåôëåêñèâíîñòi φ i ψ âèïëèâà¹, ùî φ ∪ ψ ⊆ φ ◦ ψ.
Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi τ ìiñòèòü φ i ψ, òî ç
òðàíçèòèâíîñòi τ âèïëèâà¹, ùî âîíî ìiñòèòü i φ ◦ ψ.

3. ßêùî êîíãðóåíöi¨ φ i ψ êîìóòóþòü, òî ¨õ äîáóòîê τ = φ ◦ ψ
òàêîæ ¹ êîíãðóåíöi¹þ. Ñïðàâäi, iç ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà¹, ùî τ ¹ âiä-
íîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Íåõàé ω : An → A � äîâiëüíà n-àðíà îïå-
ðàöiÿ ç A. Ïðèïóñòèìî, ùî (a1, c1), . . . , (an, cn) ∈ τ . Òîäi iñíóþòü òàêi
b1, . . . , bn, ùî

(a1, b1), . . . , (an, bn) ∈ φ, (b1, c1), . . . , (bn, cn) ∈ ψ.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî(
ω(a1, . . . , an), ω(b1, . . . , bn)

)
∈ φ,

(
ω(b1, . . . , bn), ω(c1, . . . , cn)

)
∈ ψ .

Àëå òîäi (
ω(a1, . . . , an), ω(c1, . . . , cn)

)
∈ τ .

Îòæå, âiäíîøåííÿ τ óçãîäæåíå ç óñiìà îïåðàöiÿìè ç A i ¹ êîíãðóåíöi¹þ.

4. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî êîíãðóåíöi¨ êîìóòóþòü, òî â óïîðÿäêîâàíié
çà âêëþ÷åííÿì ðåøiòöi Con(A) ìà¹ìî inf(φ,ψ) = φ ∩ ψ, sup(φ,ψ) =
φ ◦ ψ. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ ìîäóëÿðíîñòi ëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî êîëè
φ ⊆ τ , òî

(φ ◦ ψ) ∩ τ = φ ◦ (ψ ∩ τ) . (3.10)

Íåõàé (a, c) ∈ (φ ◦ ψ) ∩ τ . Òîäi (a, c) ∈ τ òà iñíó¹ òàêå b, ùî (a, b) ∈ φ,
(b, c) ∈ ψ. Ïîçàÿê φ ⊆ τ , òî (a, b) ∈ τ . Iç ñèìåòðè÷íîñòi òà òðàíçèòèâíîñòi
τ âèïëèâà¹, ùî (b, c) ∈ τ . Îòæå, (b, c) ∈ ψ∩τ . Àëå òîäi (a, c) ∈ φ◦(ψ∩τ).

Íàâïàêè, íåõàé (a, c) ∈ φ ◦ (ψ ∩ τ). Òîäi iñíó¹ òàêå b, ùî (a, b) ∈ φ
i (b, c) ∈ ψ ∩ τ . Òîäi (a, c) ∈ φ ◦ ψ. Êðiì òîãî, ç (a, b), (b, c) ∈ τ i òî-
ãî, ùî τ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, âèïëèâà¹, ùî (a, c) ∈ τ . Îòæå,
(a, c) ∈ (φ ◦ ψ) ∩ τ , ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ (3.10).

Òâåðäæåííÿ 3.4. Ðåøiòêà ïiäïðîñòîðiâ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ¹ ìî-
äóëÿðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V ⊆ W . ßêùî a ∈ V + (W ∩ U), òî a = v + w, äå
v ∈ V , w ∈ (W ∩U). Ïîçàÿê îáèäâà äîäàíêè ç W , òî a ∈W . Âêëþ÷åííÿ
a ∈ (V + U) î÷åâèäíå. Îòæå, a ∈W ∩ (V + U).

ßêùî a ∈ W ∩ (V + U), òî a ∈ W i a = v+ u, äå v ∈ V , u ∈ U . Àëå
òîäi u = a− v ∈W i a ∈ V + (W ∩ U).

Çàäà÷à 3.4. Âèâåäiòü òâåðäæåííÿ 3.4 iç çàäà÷i 15 i òåîðåìè 3.4.

ßêùî L ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ç íàéìåíøèì åëåìåíòîì
0, òî ìiíiìàëüíi åëåìåíòè ìíîæèíè Lr {0} íàçèâàþòüñÿ àòîìàìè.

Íåõàé L � ðåøiòêà ç íàéìåíøèì åëåìåíòîì 0 i íàéáiëüøèì åëåìåí-
òîì 1. Ñêií÷åííèé ëàíöþã 0 < a1 < · · · < an−1 < 1, ÿêèé íå óùiëüíþ-
¹òüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ êîìïîçèöiéíèì ðÿäîì. Çîêðåìà, åëåìåíò a1 òàêîãî
ëàíöþãà ¹ àòîìîì.

Ãîëîâíi iäåàëüíi ðÿäè, ç ÿêèìè ìè çóñòði÷àëèñÿ â ïiäðîçäiëi 2.5, ¹
íi ÷èì iíøèì ÿê êîìïîçèöiéíèìè ðÿäàìè â ðåøiòöi iäåàëiâ íàïiâãðóïè.
Â iíøèõ êîíêðåòíèõ ðåøiòêàõ êîìïîçèöiéíi ðÿäè òàêîæ ìîæóòü ìà-
òè âëàñíi íàçâè. Íàïðèêëàä, êîìïîçèöiéíi ðÿäè â ðåøiòöi íîðìàëüíèõ
ïiäãðóï ãðóïè íàçèâàþòü ãîëîâíèìè ðÿäàìè, à â ðåøiòöi ïiäïðîñòîðiâ
ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó � ìàêñèìàëüíèìè ïðàïîðàìè.
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Òåîðåìà 3.5 (Òåîðåìà ïðî óùiëüíåííÿ). Ó ìîäóëÿðíié ðåøiòöi áóäü-
ÿêi äâà ñêií÷åííi ëàíöþãè çi ñïiëüíèìè ïî÷àòêîì i êiíöåì ìîæíà
óùiëüíèòè äî ëàíöþãiâ îäíàêîâî¨ äîâæèíè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � ìîäóëÿðíà ðåøiòêà i

a = c0<c1< · · ·<ck−1<ck = b, a = d0<d1< · · ·<dm−1<dm = b (3.11)

� äâà ñêií÷åííi ëàíöþãè çi ñïiëüíèìè ïî÷àòêîì a i êiíöåì b, ÿêi ìè
ïîçíà÷èìî Lc i Ld. Àíàëîãi÷íî (3.7) äëÿ êîæíîãî iíòåðâàëó [di, di+1]
(0 ≤ i < m) ðåøiòêè L âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

Lc → [di, di+1], cj 7→ dij = di ∨ (cj ∧ di+1),

à äëÿ êîæíîãî iíòåðâàëó [cj , cj+1] (0 ≤ j < k) � âiäîáðàæåííÿ

Ld → [cj , cj+1], di 7→ cji = cj ∨ (di ∧ cj+1).

Óðàõîâóþ÷è, ùî

cjm = cj+1 = cj+1,0 (0 ≤ j < k) i dik = di+1 = di+1,0 (0 ≤ i < m),

îäåðæó¹ìî, ùî ïåðøèé iç ëàíöþãiâ(3.11)óùiëüíþ¹òüñÿ äî ïîñëiäîâíîñòi

a = c00 ≤ c01 ≤ · · · ≤ c0m ≤ c11 ≤ · · · ≤ c1m ≤ · · ·
· · · ≤ ck−2,m ≤ ck−1,1 ≤ · · · ≤ ck−1,m = b, (3.12)

à äðóãèé � äî ïîñëiäîâíîñòi

a = d00 ≤ d01 ≤ · · · ≤ d0k ≤ d11 ≤ · · · ≤ d1k ≤ · · ·
· · · ≤ dm−2,k ≤ dm−1,1 ≤ · · · ≤ dm−1,k = b, (3.13)

êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèòü km+1 ÷ëåíiâ. Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè ëèøèëîñü ïî-
êàçàòè, ùî êîëè ìè â êîæíié iç ïîñëiäîâíîñòåé (3.12) i (3.13) âèêðåñëèìî
ïîâòîðåííÿ, òî îäåðæèìî ëàíöþãè îäíàêîâî¨ äîâæèíè. À äëÿ öüîãî äî-
ñèòü ïîêàçàòè, ùî êiëüêiñòü ïîâòîðåíü ó ïîñëiäîâíîñòÿõ (3.12) i (3.13)
îäíàêîâà.

Ñïðàâäi, íåõàé

cji = cj,i+1, òîáòî cj ∨ (di ∧ cj+1) = cj ∨ (di+1 ∧ cj+1) (3.14)

(çàóâàæèìî, ùî ðiâíîñòi cjm = cj+1,1 òàêîæ ìîæíà íàäàòè òàêî-
ãî âèãëÿäó, áî çà îçíà÷åííÿì cjm = cj+1,0). Óðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi
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di ∧ cj+1 ≤ di+1 i di+1 ∧ cj+1 ≤ di+1, ìîäóëÿðíiñòü ðåøiòêè òà ðiâíiñòü
(3.14), ìà¹ìî

(cj+1 ∧ di) ∨ (cj ∧ di+1) =
(
(cj+1 ∧ di) ∨ cj

)
∧ di+1 =

=
(
(cj+1 ∧ di+1) ∨ cj

)
∧ di+1 = (cj+1 ∧ di+1) ∨ (cj ∧ di+1) = cj+1 ∧ di+1

(îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi cj ≤ cj+1). Óðàõîâóþ÷è îòðè-
ìàíó ðiâíiñòü i î÷åâèäíó íåðiâíiñòü di ≥ cj+1 ∧ di, ìà¹ìî

di,j+1 = di∨(cj+1∧di+1) = di∨(cj+1∧di)∨(cj∧di+1) = di∨(cj∧di+1) = di,j .

Òàêèì ÷èíîì, êîæíîìó ïîâòîðåííþ ÷ëåíiâ ó ïîñëiäîâíîñòi (3.12) âiä-
ïîâiäà¹ ïîâòîðåííÿ â ïîñëiäîâíîñòi (3.13), ïðè÷îìó öÿ âiäïîâiäíiñòü âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íà. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 3.1. Ó ñêií÷åííié ìîäóëÿðíié ðåøiòöi áóäü-ÿêi äâà ìàêñè-
ìàëüíi ëàíöþãè çi ñïiëüíèìè ïî÷àòêîì i êiíöåì ìàþòü îäíàêîâó äîâ-
æèíó.

Íàñëiäîê 3.2 (Òåîðåìà Æîðäàíà�Ãåëüäåðà äëÿ ìîäóëÿðíèõ ðåøiòîê).
ßêùî â ìîäóëÿðíié ðåøiòöi iñíóþòü êîìïîçèöiéíi ðÿäè, òî âñi âîíè
ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó.

Çàóâàæåííÿ. ×àñòêîâèì âèïàäêîì òåîðåìè Æîðäàíà-Ãåëüäåðà ïðî
êîìïîçèöiéíi ðÿäè äëÿ ìîäóëÿðíèõ ðåøiòîê ¹ äîâåäåíà ðàíiøå òåîðå-
ìà Æîðäàíà-Ãåëüäåðà ïðî ãîëîâíi iäåàëüíi ðÿäè äëÿ íàïiâãðóï (òåîðå-
ìà 2.8).

Òâåðäæåííÿ 3.5. Ó ìîäóëÿðíié ðåøiòöi êîìïîçèöiéíi ðÿäè iñíóþòü
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè îáðèâó çðîñòàþ÷èõ i
ñïàäíèõ ëàíöþãiâ.

Äîâåäåííÿ. Çà íàÿâíîñòi êîìïîçèöiéíèõ ðÿäiâ äîâæèíà êîæíîãî ëàíöþ-
ãà îáìåæåíà çãîðè äîâæèíîþ êîìïîçèöiéíîãî ðÿäó. Òîìó âñi ëàíöþãè
îáðèâàþòüñÿ. Ç äðóãîãî áîêó, ç óìîâè îáðèâó ñïàäíèõ ëàíöþãiâ âèïëè-
âà¹, ùî â ñàìié ðåøiòöi i â êîæíié ïiäðåøiòöi ¹ íàéìåíøèé åëåìåíò i
àòîìè. Òîìó ìîæíà ïîáóäóâàòè çðîñòàþ÷èé ëàíöþã

0 = a0 < a1 < a2 < · · · (3.15)

äå ai+1 ¹ àòîìîì ðåøiòêè a∇i . Çà óìîâîþ âií ìà¹ îáiðâàòèñÿ íà ÿêîìóñü
åëåìåíòi an. Òîäi an = 1, à ëàíöþã (3.15) ¹ êîìïîçèöiéíèì ðÿäîì.
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Çàâåðøèìî öåé ïiäðîçäië êðèòåðiÿìè ìîäóëÿðíîñòi òà äèñòðèáóòèâ-
íîñòi ó òåðìiíàõ ïiäðåøiòîê. Äëÿ öüîãî çíàäîáëÿòüñÿ äâi ñïåöiàëüíi ï'ÿ-
òèåëåìåíòíi ðåøiòêè, ÿêi íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ïåíòàãîíîì i äiàìàí-
òîì (ðèñ. 4):
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Ðèñ. 4

Äàëi áóäå çðó÷íiøå çàìiñòü ñèìâîëó ∨ âèêîðèñòîâóâàòè çíàê äîäà-
âàííÿ, à çàìiñòü ñèìâîëó ∧ � çíàê ìíîæåííÿ.

Òåîðåìà 3.6 (Êðèòåðié ìîäóëÿðíîñòi). Ðåøiòêà áóäå ìîäóëÿðíîþ òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè ñåðåä ¨¨ ïiäðåøiòîê íåìà¹ ïåíòàãîíiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ïåíòàãîí iç ðèñ. 4 ¹ ïiäðåøiòêîþ. Òîäi
a < c, àëå

a+ b · c = a+ d = a ̸= c = e · c = (a+ b) · c .

Îòæå, ðåøiòêà íå ¹ ìîäóëÿðíîþ.
Íåîáõiäíiñòü. ßêùî ðåøiòêà íå ¹ ìîäóëÿðíîþ, òî iñíóþòü òàêi åëå-

ìåíòè a, b, c, ùî a ≤ c, àëå åëåìåíòè a′ = a + b · c i c′ = (a + b) · c �
ðiçíi. Çàóâàæèìî, ùî òîäi b · c ≤ a′ < c′ ≤ a+ b.

Ïîêàæåìî, ùî åëåìåíòè a′, c′, b · c, b, a + b óòâîðþþòü ïåíòàãîí,
çîáðàæåíèé íà ðèñ. 5.
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a′ = a+ b · c

c′ = (a+ b) · c

b · c = b · a′ = b · c′

a+ b = a′ + b = c′ + b

b

Ðèñ. 5

Çðîçóìiëî, ùî bc ≤ a′ < c′ ≤ a+ b i bc ≤ b ≤ a+ b. Êðiì òîãî,

a′ + b = (a+ bc) + b = a+ (bc+ b) = a+ b .
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Ïîçàÿê a′ < c′ ≤ a + b, òî c′ + b = a + b. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî
c′b = c(a+ b)b = bc i a′b = c(a+ b)b = bc.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî åëåìåíòè a′, c′,
b ·c, b, a+b � ïîïàðíî ðiçíi. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî b ·c ≤ a′ < c′ ≤ a+b,
i ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè.

ßêùî a + b = c′, òî a + b ≤ c, çâiäêè b ≤ c i a′ = a + bc = a + b, ùî
íåìîæëèâî.

ßêùî a′ = bc, òî a ≤ bc, çâiäêè a ≤ b i c′ = (a + b)c = bc, ùî òàêîæ
íåìîæëèâî.

Iç ðiâíîñòi a′ + b = a+ b òåïåð âèïëèâà¹, ùî b íå äîðiâíþ¹ æîäíîìó
ç åëåìåíòiâ b · c, a′ i c′. Íàðåøòi ç ðiâíîñòi c′b = bc îäåðæó¹ìî, ùî
b ̸= a+ b.

Òåîðåìà 3.7 (Êðèòåðié äèñòðèáóòèâíîñòi). Ìîäóëÿðíà ðåøiòêà áóäå
äèñòðèáóòèâíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ñåðåä ¨¨ ïiäðåøiòîê íåìà¹
äiàìàíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé äiàìàíò iç ðèñ. 4 ¹ ïiäðåøiòêîþ. Òîäi

a · (b+ c) = a · e = a ̸= d = d+ d = a · b+ a · c .

Îòæå, ðåøiòêà íå ¹ äèñòðèáóòèâíîþ.

Íåîáõiäíiñòü äîâîäèòüñÿ äåùî ñêëàäíiøå. Ïðèïóñòèìî, ùî ðåøiòêà
¹ ìîäóëÿðíîþ, àëå íå ¹ äèñòðèáóòèâíîþ.

Ëåìà 3.4. Ó ìîäóëÿðíié ðåøiòöi äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x, y, z âè-
êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü x(y + z) + y(z + x) = (x+ y)(y + z)(z + x).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi x(y + z) ≤ x ≤ z + x i y ≤ y + z
òà ìîäóëÿðíiñòü, îòðèìó¹ìî

x(y + z) + y(z + x) =
(
x(y + z) + y

)
(z + x) = (y + x)(y + z)(z + x).

Iç ïðèíöèïó äâî¨ñòîñòi òåïåð âèïëèâà¹, ùî â êîæíié ìîäóëÿðíié ðå-
øiòöi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(x+ yz)(y + zx) = xy + yz + zx . (3.16)

Äëÿ åëåìåíòiâ x, y, z ïîêëàäåìî

d = xy + yz + zx , e = (y + x)(y + z)(z + x) ,

a = yz + x(y + z) , b = zx+ y(z + x) , c = xy + z(x+ y)

(åëåìåíòè a, b, c îäåðæóþòüñÿ îäèí ç îäíîãî öèêëi÷íîþ ïåðåñòàíîâêîþ
x, y i z; êðiì òîãî, iç ìîäóëÿðíîñòi âèïëèâà¹, ùî a = (yz + x)(y + z),
b = (zx+ y)(z + x), c = (xy + z)(x+ y)).
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Ëåìà 3.5. a+ b = b+ c = c+ a = e, ab = bc = ca = d.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3.4, îòðèìó¹ìî

a+ b =
(
yz + x(y + z)

)
+
(
y(z + x) + zx

)
=

= yz +
(
x(y + z) + y(z + x)

)
+ zx = yz + (x+ y)(y + z)(z + x) + zx.

Àëå yz ≤ (x + y)(y + z)(z + x), áî y ≤ (x + y)(y + z) i z ≤ z + x. Iç
àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü zx ≤ (x+ y)(y + z)(z + x). Òîìó

a+ b = (x+ y)(y + z)(z + x) .

Àíàëîãi÷íî äîâîäÿòüñÿ ðiâíîñòi b+ c = c+ a = e.
Äðóãå òâåðäæåííÿ ëåìè îäåðæó¹òüñÿ ç ïåðøîãî çà ïðèíöèïîì äâî-

¨ñòîñòi.

Ëåìà 3.6. ßêùî ñåðåä åëåìåíòiâ a, b, c õî÷à á äâà çáiãàþòüñÿ, òî
òðiéêà åëåìåíòiâ x, y, z çàäîâîëüíÿ¹ äèñòðèáóòèâíèé çàêîí.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a = b, òî ç ëåìè 3.5 îäðàçó âèïëèâà¹, ùî d = e = a.
Êðiì òîãî, çà öi¹þ ñàìîþ ëåìîþ d ≤ c ≤ e, çâiäêè c = a. Îòæå, ÿêùî ñå-
ðåä åëåìåíòiâ a, b, c õî÷à á äâà çáiãàþòüñÿ, òî çáiãàþòüñÿ âñi 5 åëåìåíòiâ
a, b, c, d, e. Çîêðåìà, d = e, òîáòî

xy + yz + zx = (y + x)(y + z)(z + x) .

Îñêiëüêè z ≥ yz + zx, òî ç ìîäóëÿðíîñòi âèïëèâà¹, ùî

z(xy + yz + zx) = z · xy + (yz + zx) = yz + zx .

Ç iíøîãî áîêó, ïîçàÿê z ≤ y + z i z ≤ z + x, òî

z(x+ y)(y + z)(z + x) = z(x+ y) .

Òîìó z(x+ y) = zx+ zy.

Çà ïðèïóùåííÿì iñíó¹ òðiéêà åëåìåíòiâ x, y, z, äëÿ ÿêî¨

z(x+ y) ̸= zx+ zy .

Çà ëåìîþ 3.6 äëÿ öi¹¨ òðiéêè åëåìåíòè a, b, c áóäóòü ïîïàðíî ðiçíèìè.
Àëå òîäi ðiçíèìè áóäóòü âñi 5 åëåìåíòiâ a, b, c, d, e. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî,
íàïðèêëàä, ùî a = e. Òîäi a+ b = a, çâiäêè b ≤ a i ab = b. Îòæå, b = d.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî c = d. Àëå öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî b ̸= c.

Iç ëåìè 3.5 òåïåð âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè a, b, c, d, e óòâîðþþòü
äiàìàíò iç ðèñ. 4.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî â òåîðåìàõ 3.6 i 3.7 iäåòüñÿ ñàìå ïðî ïiäðåøiòêè,
à íå ïðî äîâiëüíi ï'ÿòèåëåìåíòíi ïiäìíîæèíè ðåøiòêè.
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3.4 Áóëåâi àëãåáðè

Ðåøiòêà L íàçèâà¹òüñÿ ðåøiòêîþ ç äîïîâíåííÿìè, ÿêùî âîíà ìiñòèòü 0
i 1 òà äëÿ êîæíîãî a ∈ L iñíó¹ äîïîâíåííÿ a′, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

a+ a′ = 1, a · a′ = 0 . (3.17)

Êiëüêiñòü äîïîâíåíü åëåìåíòà ìîæå çìiíþâàòèñÿ â äóæå øèðîêèõ
ìåæàõ. Îäíàê ó äèñòðèáóòèâíèõ ðåøiòêàõ ñèòóàöiÿ âèçíà÷åíiøà.

Òâåðäæåííÿ 3.6. Ó äèñòðèáóòèâíié ðåøiòöi ç íóëåì i îäèíèöåþ êî-
æåí åëåìåíò ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî äîïîâíåííÿ. Êðiì òîãî, ÿêùî a′ i
b′ � äîïîâíåííÿ äî a i b, òî

(a′)′ = a, (a+ b)′ = a′ · b′, (a · b)′ = a′ + b′ . (3.18)

Äîâåäåííÿ. �äèíiñòü äîïîâíåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.2. Ðiâíiñòü (a′)′ = a
âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ äîïîâíåííÿ. Äàëi ìà¹ìî

(a+ b) · a′b′ = aa′b′ + ba′b′ = 0 · b′ + 0 · a′ = 0,

(a+ b) + a′b′ = a(b+ b′) + (a+ a′)b+ a′b′ = ab+ ab′ + ab+ a′b+ a′b′ =

= ab+ ab′ + a′b+ a′b′ = (a+ a′)(b+ b′) = 1.

Îòæå, (a+b)′ = a′ ·b′. Ðiâíiñòü (a·b)′ = a′+b′ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äèñòðèáóòèâíà ðåøiòêà ç äîïîâíåííÿìè íàçèâà¹òüñÿ áóëåâîþ ðå-
øiòêîþ.

Çàóâàæåííÿ. Iç òâåðäæåííÿ 3.18 âèïëèâà¹, ùî â áóëåâié ðåøiòöi ïå-
ðåõiä äî äîïîâíåííÿ ¹ iíâîëþòèâíèì àíòèiçîìîðôiçìîì. Iíøèì äîáðå
âiäîìèì ïðèêëàäîì òàêîãî àíòèiçîìîðôiçìó ¹ ïåðåõiä äî òðàíñïîíîâà-
íî¨ ìàòðèöi â êiëüöi ìàòðèöü.

ßêùî âçÿòòÿ äîïîâíåííÿ ðîçãëÿäàòè ÿê îêðåìó óíàðíó îïåðàöiþ, òî
áóëåâó ðåøiòêó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àëãåáðó iç ñèãíàòóðîþ (+, · , ′, 0, 1),
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi àêñiîìè áóëåâî¨ àëãåáðè:

(B1) a+ a = a, aa = a ;
(B2) a+ b = b+ a, ab = ba ;
(B3) a+ (b+ c) = (a+ b) + c, (ab)c = a(bc) ;
(B4) a(b+ c) = ab+ ac, a+ bc = (a+ b)(a+ c) ;
(B5) a+ a′ = 1, aa′ = 0 ;
(B6) (a′)′ = a ;
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(B7) (a+ b)′ = a′b′, (ab)′ = a′ + b′ ;
(B8) 1 · a = a, 0 + a = a .

Öi àêñiîìè íå ¹ íåçàëåæíèìè: ìîæíà ëèøèòè àáî òiëüêè ïåðøi ðiâ-
íîñòi ç êîæíî¨ ïàðè, àáî òiëüêè äðóãi.

Çàäà÷à 3.5. Äîâåäiòü, ùî ç àêñiîì (B1)�(B8) âèïëèâàþòü çàêîíè ïî-
ãëèíàííÿ

a(a+ b) = a, a+ ab = a .

Êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì áóëåâî¨ àëãåáðè ¹ àëãåáðà B(M) óñiõ ïiäìíî-
æèí äåÿêî¨ ìíîæèíè M ç îïåðàöiÿìè îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèíó i âçÿòòÿ
äîïîâíåííÿ. Íóëåì i îäèíèöåþ áóäóòü âiäïîâiäíî ïîðîæíÿ ïiäìíîæè-
íà ∅ i âñÿ ìíîæèíà M . Ó ñêií÷åííîìó âèïàäêó iíøèõ áóëåâèõ àëãåáð
ôàêòè÷íî i íåìà.

Òåîðåìà 3.8 (Ñòîóí6). Êîæíà ñêií÷åííà áóëåâà àëãåáðà A içîìîðôíà
àëãåáði B(M), äå M � ìíîæèíà àòîìiâ àëãåáðè A.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ îäíîåëåìåíòíî¨ áóëåâî¨ àëãåáðè öå î÷åâèäíî,
òî äàëi ââàæà¹ìî, ùî |A| > 1. Çà òåîðåìîþ 3.3 A ìîæíà ââàæàòè ïiäðå-
øiòêîþ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî áóëåàíó B(I), ïðè÷îìó ç äîâåäåííÿ òåîðåìè
3.3 âèïëèâà¹, ùî íóëåì àëãåáðè A áóäå ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅, à îäèíè-
öåþ � ìíîæèíà I. Òîäi àòîìè àëãåáðè A � öå ìiíiìàëüíi íåïîðîæíi
ìíîæèíè, ÿêi ¹ åëåìåíòàìè A.

Íåõàé M � ìíîæèíà àòîìiâ àëãåáðè A. Ïîêàæåìî, ùî êîæåí åëå-
ìåíò A iç A (ÿêùî éîãî ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäìíîæèíó ìíîæèíè I) çáiãà¹-
òüñÿ ç îá'¹äíàííÿì A∗ óñiõ òèõ àòîìiâ iç M , ÿêi ìiñòÿòüñÿ â A. Ñïðàâäi,
A ⊇ A∗. Êðiì òîãî, ìíîæèíà A∗ � ÿê äîïîâíåííÿ A∗ � ìiñòèòüñÿ â
A. ßêáè áóëî A ̸= A∗, òî åëåìåíò A ∩ A∗ = A r A∗ áóâ áè íåíóëüîâèì
åëåìåíòîì iç A. Àëå òîäi A r A∗ ìiñòèâ áè ÿêóñü ìíîæèíó ç M , ùî
ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ A∗.

Çàóâàæèìî, ùî îá'¹äíàííÿ ðiçíèõ íàáîðiâ ìiíiìàëüíèõ ìíîæèí áó-
äóòü ðiçíèìè. Ñïðàâäi, ïåðåòèí äâîõ ðiçíèõ ìiíiìàëüíèõ ìíîæèí ¹ íó-
ëåì àëãåáðè A, à òîìó ìiíiìàëüíà ìíîæèíà B ∈ M ìiñòèòüñÿ â îá'¹ä-
íàííi A ÿêèõîñü ìiíiìàëüíèõ ìíîæèí òîäi é ëèøå òîäi, êîëè B ¹ îäíi¹þ
ç êîìïîíåíò öüîãî îá'¹äíàííÿ.

Çiñòàâëÿþ÷è êîæíîìó åëåìåíòó A ∈ A ìíîæèíó âñiõ òèõ ìíîæèí iç
M , ÿêi ìiñòÿòüñÿ â A, îäåðæó¹ìî içîìîðôiçì àëãåáðè A íà B(M).

6Stone M. H. The representation theorem for Boolean algebra / M. H. Stone // Trans.
Amer. Math. Soc. � 40. � 1936, P. 37�111.
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Äëÿ íåñêií÷åííèõ áóëåâèõ àëãåáð òåîðåìà Ñòîóíà ïåðåñòà¹ áóòè ïðà-
âèëüíîþ (äèâ. çàäà÷ó 53). Îäíàê ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíî¨ íåñêií-
÷åííî¨ áóëåâî¨ àëãåáðè A çíàéäåòüñÿ òàêà ìíîæèíàM , ùî A içîìîðôíà
äåÿêié ïiäàëãåáði ç B(M).

3.5 Iñòîðè÷íi çàóâàæåííÿ

Ðåøiòêè âïåðøå ç'ÿâèëèñÿ 1897 ð. ó ðîáîòi Äåäåêiíäà � �Uber Zerlegung von
Zahlen durch ihre gr�oßten gemeinsamen Teiler� (�Ïðî ðîçêëàä ÷èñåë çà äîïî-
ìîãîþ ¨õ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà�)7. Ðîáîòà öiêàâà ùå é òèì, ùî öå
ëåäü íå ïåðøå iç ñó÷àñíèõ àêñiîìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü: i ðåøiòêà, i ãðóïà âè-
çíà÷àþòüñÿ òóò ÿê àáñòðàêòíi ìíîæèíè, íà ÿêèõ âèçíà÷åíi ïåâíi îïåðàöi¨, ùî
çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi ñèñòåìè àêñiîì. Äàëi äëÿ öèõ àáñòðàêòíèõ àëãåáðè÷íèõ
ñèñòåì ðîçãëÿäàþòüñÿ áiëüø ÷è ìåíø êîíêðåòíi ìîäåëi-iíòåðïðåòàöi¨8.

Äåäåêiíä âèçíà÷à¹ ðåøiòêó (ó éîãî òåðìiíîëîãi¨ � äóàëüíó ãðóïó) ÿê àë-
ãåáðè÷íó ñèñòåìó ç äâîìà îïåðàöiÿìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìè (2)�(4) iç
ñ. 63. Äàëi ç öèõ àêñiîì âèâîäÿòüñÿ çàêîíè iäåìïîòåíòíîñòi. ßê îäíà ç ìîäåëåé
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðåøiòêà ïiäìíîæèí ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè. Ïîêàçàíî, ùî â öié
ìîäåëi âèêîíóþòüñÿ òàêîæ äèñòðèáóòèâíi çàêîíè. Êðiì òîãî, ïîêàçàíî, ùî
äèñòðèáóòèâíi çàêîíè íå âèâîäÿòüñÿ ç àêñiîì (2)�(4), àëå çà óìîâè âèêîíàííÿ
öèõ àêñiîì âèâîäÿòüñÿ îäèí iç äðóãîãî.

Äî ïîíÿòòÿ ðåøiòêè Äåäåêiíä ïðèéøîâ ïðè âèâ÷åííi ìîäóëiâ íàä êiëü-
öåì öiëèõ àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë (ìíîæèíà ïiäìîäóëiâ äàíîãî ìîäóëÿ óòâîðþ¹
âiäíîñíî ñóìè òà ïåðåòèíó ïiäìîäóëiâ ìîäóëÿðíó ðåøiòêó). Çâiäñè çðîçóìiëî,
÷îìó Äåäåêiíä ó ïåðøó ÷åðãó çàöiêàâèâñÿ ìîäóëÿðíèìè ðåøiòêàìè i ÷îìó
òàêi ðåøiòêè ÷àñòî íàçèâàþòü äåäåêiíäîâèìè (öèì ïîÿñíþ¹òüñÿ é ïîõîäæå-
ííÿ òåðìiíà ìîäóëÿðíà). Âií òàêîæ çíàéøîâ òðè ðiâíîñèëüíi õàðàêòåðèçàöi¨
ìîäóëÿðíèõ ðåøiòîê: öå âèêîíàííÿ îäíîãî iç äâî¨ñòèõ îäèí äî îäíîãî çàêî-
íiâ a(ab + c) = ab + ac (ÿêèé çàðàç íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëÿðíèì çàêîíîì) àáî
a(ab+c) = ab+ac (a+b)(a+c) = a+(a+b)c ÷è ñàìîäâî¨ñòîãî ñïiââiäíîøåííÿ
(a+ bc)(b+ c) = a(b+ c) + bc, ÿêå âií íàçèâà¹ âëàñòèâiñòþ (Ì) i ÿêå äëÿ íüîãî
áóëî îñíîâíèì.

Ðåøiòêàì ïðèñâÿ÷åíî ùå îäíó ðîáîòó Äåäåêiíäà � �Uber die von drei Moduln
erzeugteDualgruppe� (�Ïðî äóàëüíi ãðóïè, ïîðîäæåíi òðüîìà ìîäóëÿìè�) (1900).
Îñíîâíèì ¨¨ ðåçóëüòàòîì ¹ ïîáóäîâà 2- i 3-ïîðîäæåíèõ âiëüíèõ ìîäóëÿðíèõ
ðåøiòîê. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî ïåðøà ìà¹ ïîðÿäîê 4, à äðóãà � 28. Ñåðåä
iíøèõ âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ öi¹¨ ðîáîòè âèäiëèìî êðèòåðié ìîäóëÿðíîñòi ðå-
øiòêè ó òåðìiíàõ ïiäðåøiòîê (òåîðåìà 3.6) i òåîðåìó ïðî òå, ùî â ìîäóëÿðíié
ðåøiòöi âñi êîìïîçèöiéíi ðÿäè ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó (öþ òåîðåìó çàðàç

7Íàçâà ðîáîòè íå çîâñiì âiäïîâiäà¹ ¨¨ çìiñòó.
8Çàóâàæèìî, ùî çíàìåíèòi �Îñíîâè ãåîìåòði¨� Ãiëüáåðòà, ÿêi ÷àñòî ââàæàþòü

ïî÷àòêîì ñó÷àñíîãî åòàïó ðîçâèòêó àêñiîìàòè÷íîãî ìåòîäó, ç'ÿâèëèñÿ ëèøå íàñòóï-
íîãî ðîêó.
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çàçâè÷àé íàçèâàþòü òåîðåìîþ Æîðäàíà�Ãåëüäåðà9 � äèâ. íàñëiäîê 3.2).
Íàðåøòi, äóæå âàæëèâèì ó çàãàëüíîìàòåìàòè÷íîìó ïëàíi ¹ ñïîñòåðåæå-

ííÿ Äåäåêiíäà, ùî êîæíà ç îïåðàöié ðåøiòêè ïðèðîäíî iíäóêó¹ íà ìíîæèíi
¨¨ åëåìåíòiâ âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó. Âií æå äîâiâ i äåÿêi çàãàëüíi
âëàñòèâîñòi öüîãî âiäíîøåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, Äåäåêiíä áóâ ïåðøèì, õòî çðî-
çóìiâ íåîáõiäíiñòü âèâ÷åííÿ äîâiëüíèõ âiäíîøåíü ïîðÿäêó, àäæå äî íüîãî â
ìàòåìàòèöi ðîçãëÿäàëèñÿ ëèøå ëiíiéíi ïîðÿäêè.

3.6 Çàäà÷i

1. Äîâåäiòü, ùî ðåøiòêè içîìîðôíi ÿê àëãåáðè÷íi ñèñòåìè òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè âîíè içîìîðôíi ÿê ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè.

2. ÍåõàéM � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà. Ïiäìíîæèíà A ⊆M íàçè-
âà¹òüñÿ ëiâèì âiäðiçêîì ìíîæèíèM , ÿêùî ðàçîì iç êîæíèì åëåìåíòîì
âîíà ìiñòèòü é óñi, ìåíøi çà íüîãî (òîáòî ÿêùî äëÿ êîæíîãî a ∈ A
ç x ≤ a âèïëèâà¹ x ∈ A). Äîâåäiòü, ùî âïîðÿäêîâàíà çà âêëþ÷åííÿì
ìíîæèíà L(M) óñiõ ëiâèõ âiäðiçêiâ ìíîæèíè M ¹ ïîâíîþ ðåøiòêîþ.

3. Äîâåäiòü, ùî

a) äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A âïîðÿäêîâàíà çà âêëþ÷åííÿì
ìíîæèíà EqA óñiõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi íà A ¹ ïîâíîþ ðåøiòêîþ;

b) äëÿ óíiâåðñàëüíî¨ àëãåáðè A ðåøiòêà Con(A) óñiõ êîíãðóåíöié íà A
¹ ïîâíîþ ïiäðåøiòêîþ ðåøiòêè EqA.

4. Ç'ÿñóéòå, ÷è áóäå ðåøiòêà Sub(A) âñiõ ïiäàëãåáð àëãåáðè A ïiäðåøiòêîþ
ðåøiòêè B(A).

5. Äëÿ äîâiëüíèõ âèçíà÷åíèõ íà [0, 1] äiéñíèõ ôóíêöié f i g ïîêëàäåìî:
f ≤ g òîäi é ëèøå òîäi, êîëè f(a) ≤ g(a) äëÿ âñiõ a ∈ [0, 1]. Äîâåäiòü,
ùî íà ìíîæèíi C[0, 1] íåïåðåðâíèõ íà [0, 1] äiéñíèõ ôóíêöié öå âiäíîøå-
ííÿ ¹ âiäíîøåííÿì ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó, âiäíîñíî ÿêîãî C[0, 1] óòâîðþ¹
ðåøiòêó. ×è áóäå öÿ ðåøiòêà ïîâíîþ?

6. Íåõàé L ̸= ∅� ïiäìíîæèíà áóëåàíóB(M), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêó óìîâó:
ìíîæèíà A ⊆ M íàëåæèòü L òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè L íàëåæàòü óñi
ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A. Äîâåäiòü, ùî â L ¹ ìàêñèìàëüíi çà
âêëþ÷åííÿì åëåìåíòè.

7. Óêàæiòü ó áóëåàíi B(N) ÿêèé-íåáóäü àíòèëàíöþã êîíòèíóàëüíî¨ ïîòó-
æíîñòi.

8. Íåõàé ó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi M äëÿ êîæíèõ äâîõ åëå-
ìåíòiâ iñíó¹ âåðõíÿ ãðàíü. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðîçêëàäó
M =M1 ∪ · · · ∪Mk ïðèíàéìíi â îäíié iç ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíî-
æèí M1, . . . , Mk äëÿ êîæíèõ äâîõ åëåìåíòiâ iñíó¹ âåðõíÿ ãðàíü.

9Æîðäàí (1869) i Ãåëüäåð (1889) äîâåëè ¨¨ äëÿ ðåøiòêè íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ãðóïè.
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9. Äîâåäiòü, ùî ãîìîìîðôiçì ðåøiòîê ÿê àëãåáð ¹ ãîìîìîðôiçìîì ðåøi-
òîê ÿê ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, îäíàê îáåðíåíå òâåðäæåííÿ
íåïðàâèëüíå.

10. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ìîäóëÿðíî¨ ðåøiòêè iíòåðâà-
ëè I = [a ∧ b, a] i J = [b, a ∨ b] içîìîðôíi ÿê ðåøiòêè.

11. Íåõàé ó ìîäóëÿðíié ðåøiòöi L iñíóþòü êîìïîçèöiéíi ðÿäè. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç l(a) äîâæèíó êîìïîçèöiéíîãî ðÿäó â íèæíüîìó êîíóñi a△ åëåìåí-
òà a. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
l(a ∨ b) = l(a) + l(b)− l(a ∧ b).

12. Äîâåäiòü, ùî äëÿ ðåøiòêè L òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:
a) L � ëàíöþã;
b) êîæíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ç L ¹ ïiäðåøiòêîþ;
c) ÿêùî a = b ∧ c, òî a = b àáî a = c;
d) ÿêùî a = b ∨ c, òî a = b àáî a = c.

Ó çàäà÷àõ 13 � 23 çàìiñòü ñèìâîëó ∨ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çíàê äîäàâàííÿ,
à çàìiñòü ñèìâîëó ∧ � çíàê ìíîæåííÿ.

13. Äîâåäiòü, ùî â êîæíié ðåøiòöi ç ðiâíîñòi a+b+c = abc âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
a = b = c.

14. Äîâåäiòü, ùî â êîæíié ðåøiòöi âèêîíóþòüñÿ òàêi íåðiâíîñòi:
a) ac+ bc ≤ (a+ b)c;
b) ac+ bc+ ad+ bd ≤ (a+ b)(c+ d);
c) a+ bc ≤ (a+ b)(a+ c);
d) ac+ bd ≤ (a+ b)(c+ d);
e) ab+ cd+ fg ≤ (a+ b)(c+ d)(f + g).

15. Äîâåäiòü, ùî â ìîäóëÿðíié ðåøiòöi
a) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (a+bc)(b+c) = a(b+c)+bc;
b) iç íåðiâíîñòåé a ≤ c ≤ a+ b âèïëèâà¹ ðiâíiñòü a+ bc = c;
c) iç ðiâíîñòi (a+ b)c = bc âèïëèâà¹ ðiâíiñòü a(b+ c) = ab.

16. Äîâåäiòü, ùî â ìîäóëÿðíié ðåøiòöi ç íóëåì iç ðiâíîñòi (a1+· · ·+an)b = 0
âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (a1 + b) · · · (an + b) = a1 · · · an + b.

17. Äîâåäiòü, ùî äëÿ ðåøiòêè L òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:
a) ðåøiòêà L � ìîäóëÿðíà;
b) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c âèêîíó¹òüñÿ ìîäóëÿðíèé çàêîí a(ab+c) = ab+ac;
c) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c (a+ b)(a+ c) = a+ (a+ b)c;
d) ÿêùî a ≤ c i d ≤ b, òî a+ b(c+ d) = (a+ b)c+ d;
e) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ç óìîâ a ≤ c, ab = bc, a + b = b + c âèïëèâà¹
ðiâíiñòü a = c;
f) ó êîæíié ïiäðåøiòöi ðåøiòêè L, â ÿêié iñíóþòü êîìïîçèöiéíi ðÿäè, öi
ðÿäè ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó.
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18. Äîâåäiòü, ùî ðåøiòêà áóäå ìîäóëÿðíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äî-
âiëüíèõ a, b, c ðiâíîñòi c(a+ b) + b = (a+ b)(c+ b) i (c+ ab)b = ab+ cb
ðiâíîñèëüíi.

19. Íåõàé a1, . . . , an, b1, . . . , bn � òàêi åëåìåíòè ìîäóëÿðíî¨ ðåøiòêè, ùî
äëÿ âñiõ i ̸= j âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ai ≤ bj . Äîâåäiòü, ùî
(a1 + · · ·+ an) b1 · · · bn = a1b1 + · · ·+ anbn .

20. Äîâåäiòü, ùî òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

a) ðåøiòêà L � äèñòðèáóòèâíà;

b) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ab+ c = (a+ c)(b+ c);

c) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ab+ bc+ ca = (a+ b)(b+ c)(c+ a);

d)∗ äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c iç ðiâíîñòåé ab = ac i a + b = a + c âèïëèâà¹
ðiâíiñòü b = c;

e) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (a+ b)c ≤ a+ bc.

21. Äîâåäiòü, ùî òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

a) ðåøiòêà L � äèñòðèáóòèâíà;

b) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ab+bc+ca = (a+b)(c+ab);

c) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü a+(a+ b)c = (a+ b)(a+ c);
d) a ≤ b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêèé c, ùî ac ≤ bc i a+ c ≤ b+ c;

e)∗ äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ç íåðiâíîñòåé ab ≤ c i a ≤ b+ c âèïëèâà¹ íåðiâ-
íiñòü a ≤ c.

22. Äîâåäiòü, ùî â äèñòðèáóòèâíié ðåøiòöi ñïiââiäíîøåííÿ ab ≤ x ≤ a+ b i
x = ax+ bx+ ab ðiâíîñèëüíi.

23. Íåõàé äëÿ àòîìà a äèñòðèáóòèâíî¨ ðåøiòêè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
a ≤ b1 + · · ·+ bk. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ äîäàíîê bi, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü a ≤ bi.

24. Äîâåäiòü, ùî â äèñòðèáóòèâíié ðåøiòöi êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà
ïîðîäæó¹ ñêií÷åííó ïiäðåøiòêó.

25.∗ Äîâåäiòü, ùî êîëè â äèñòðèáóòèâíié ðåøiòöi iñíó¹ êîìïîçèöiéíèé ðÿä,
òî âîíà ñêií÷åííà.

26. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíî¨ ãðóïè ðåøiòêà êîíãðóåíöié íà öié ãðóïi içî-
ìîðôíà ðåøiòöi íîðìàëüíèõ ïiäãðóï i ¹ ìîäóëÿðíîþ.

27. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî àñîöiàòèâíîãî êiëüöÿ ðåøiòêà êîíãðóåíöié íà
öüîìó êiëüöi içîìîðôíà ðåøiòöi éîãî iäåàëiâ i ¹ ìîäóëÿðíîþ.

28. Äîâåäiòü, ùî

a) ðåøiòêà ïiäãðóï ãðóïè S3 ¹ ìîäóëÿðíîþ;

b) ðåøiòêà ïiäãðóï êîæíî¨ ç ãðóï A4, D4 i S4 íå ¹ ìîäóëÿðíîþ.

29. Äîâåäiòü, ùî ðåøiòêà ïiäãðóï ñêií÷åííî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè G áóäå äèñòðè-
áóòèâíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ãðóïà G ¹ öèêëi÷íîþ.
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30.∗ Êîìóòàòèâíà îáëàñòü öiëiñíîñòi íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì Áåçó, ÿêùî ¨¨ ãî-
ëîâíi iäåàëè óòâîðþþòü ïiäðåøiòêó â ðåøiòöi âñiõ iäåàëiâ. Äîâåäiòü, ùî
â êiëüöi Áåçó ðåøiòêà âñiõ iäåàëiâ ¹ äèñòðèáóòèâíîþ.

31. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà âñiõ ïiäïðîñòîðiâ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâî-
ãî ïðîñòîðó âiäíîñíî îïåðàöié U ∨V := U +V , U ∧V := U ∩V , U := U⊥

óòâîðþ¹ ìîäóëÿðíó ðåøiòêó ç äîïîâíåííÿìè.

32. Íåõàé ó äèñòðèáóòèâíié ðåøiòöi ç íóëåì 0 i îäèíèöåþ 1 åëåìåíòè a, b,
a′, b′ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè a+a′ = b+b′ = 1, aa′ = bb′ = 0. Äîâåäiòü, ùî

a) (a+ b) + a′b′ = 1;

b) (a+ b) · a′b′ = 0;

c) ab+ (a′ + b′) = 1;

d) ab · (a′ + b′) = 0.

33. Íåõàé n�ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, âiëüíå âiä êâàäðàòiâ. Íà ìíîæè-
íi D(n) óñiõ äiëüíèêiâ ÷èñëà n ðîçãëÿíåìî îïåðàöi¨: a∧ b = ÍÑÄ(a, b),
a ∨ b = ÍÑÊ(a, b), a′ = n/a . Äîâåäiòü, ùî D(n) ¹ áóëåâîþ àëãåáðîþ.
×è ìîæíà ïîçáóòèñÿ óìîâè, ùî ÷èñëî n âiëüíå âiä êâàäðàòiâ?

34. Äîâåäiòü, ùî êîëè íà ìíîæèíi ÷èñåë ç iíòåðâàëó [0, 1] âèçíà÷èòè îïå-
ðàöi¨ a ∨ b := max(a, b), a ∧ b := min(a, b), a′ := 1 − a , òî áóäóòü
âèêîíóâàòèñÿ âñi àêñiîìè áóëåâî¨ àëãåáðè, çà âèíÿòêîì àêñiîì (B5).

35.∗Äîâåäiòü, ùî ìîäóëÿðíà ðåøiòêà ç íóëåì i îäèíèöåþ, â ÿêié êîæåí åëå-
ìåíò ìà¹ ðiâíî îäíå äîïîâíåííÿ, áóäå áóëåâîþ àëãåáðîþ.

36. Äîâåäiòü, ùî çàìiñòü àêñiîì (B1)�(B8) áóëåâó àëãåáðó ìîæíà çàäàòè
àêñiîìàìè

a(b+ c) = ab+ ac, a+ bc = (a+ b)(a+ c),

a+ b = b+ a, ab = ba, a+ (b+ c) = (a+ b) + c, (ab)c = a(bc),

a(a+ b) = b, a+ ab = a, aa′ + b = b, (a+ a′)b = b.

37. Äîâåäiòü, ùî çàìiñòü àêñiîì (B1)�(B8) áóëåâó àëãåáðó ìîæíà çàäàòè
àêñiîìàìè

a+ a = a, a+ b = b+ a, a+ (b+ c) = (a+ b) + c,

a(b+ c) = ab+ ac, (a′)′ = a, (a+ b)′ = a′b′, aa′ + b = b.

38. Äîâåäiòü, ùî íåñêií÷åííà áóëåâà àëãåáðà ìiñòèòü íåñêií÷åííèé çðîñòà-
þ÷èé i íåñêií÷åííèé ñïàäíèé ëàíöþãè.

39. Íàâåäiòü ïðèêëàä çëi÷åííî¨ áóëåâî¨ àëãåáðè.

40. Äîâåäiòü, ùî â êîæíié íåñêií÷åííié áóëåâié àëãåáði ìîæíà âèäiëèòè
íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó òàêèõ åëåìåíòiâ, ùî äîáóòîê áóäü-ÿêèõ äâîõ
iç íèõ äîðiâíþ¹ 0.

41. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ñêií÷åííîïîðîäæåíà áóëåâà àëãåáðà ¹ ñêií÷åííîþ.
ßêó íàéáiëüøó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìîæå ìiñòèòè n-ïîðîäæåíà áóëåâà
àëãåáðà?
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42. Ñêiëüêè ïiäàëãåáð ìà¹ áóëåâà àëãåáðà B(M), ÿêùî ìíîæèíà M ìà¹ n
åëåìåíòiâ?

43. Àñîöiàòèâíå êiëüöåK íàçèâà¹òüñÿ áóëåâèì, ÿêùî x2 = x äëÿ âñiõ x ∈ K.
Äîâåäiòü, ùî êîæíå áóëåâå êiëüöå ¹ êîìóòàòèâíèì i â íüîìó âèêîíó¹òüñÿ
òîòîæíiñòü 2x = 0.

44. Íåõàé ⟨B;∨,∧,− ⟩ � áóëåâà àëãåáðà. Äîâåäiòü, ùî ⟨B; +, ·⟩, äå
a+ b := (a ∧ b) ∨ (a ∧ b), a · b := a ∧ b, áóäå áóëåâèì êiëüöåì iç îäèíè-
öåþ.

45. Íåõàé ⟨B; +, ·⟩ � áóëåâå êiëüöå ç îäèíèöåþ e. Äîâåäiòü, ùî ⟨B;∨,∧,−⟩,
äå a ∨ b := a+ b+ ab, a ∧ b := ab, a := e+ a, áóäå áóëåâîþ àëãåáðîþ.

46. Äîâåäiòü, ùî iäåìïîòåíòè áóäü-ÿêîãî êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ óòâîðþþòü
áóëåâå êiëüöå âiäíîñíî äié e⊕ f = e+ f − 2ef , e⊙ f = ef .

Ó çàäà÷àõ 47�52 iäåòüñÿ ïðî iäåàëè ðåøiòîê, òîáòî òàêi ïiäìíîæèíè
ðåøiòîê, ÿêi ðàçîì iç êîæíèì åëåìåíòîì ìiñòÿòü óñi, ìåíøi çà íüîãî,
i ðàçîì iç êîæíèìè äâîìà åëåìåíòàìè ìiñòÿòü ¨õ òî÷íó âåðõíþ ãðàíü.
Iäåàë íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì, ÿêùî âií ¹ íèæíiì êîíóñîì a△ äåÿêîãî
åëåìåíòà a. Iäåàë I íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b iç
a ∧ b ∈ I âèïëèâà¹, ùî ïðèíàéìíi îäèí iç ìíîæíèêiâ a i b íàëåæèòü I.
Iäåàë I ðåøiòêè L íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
iäåàëó J iç âêëþ÷åíü I ⊆ J ⊆ L âèïëèâà¹, ùî I = J àáî J = L.

47. Äîâåäiòü, ùî â äèñòðèáóòèâíié ðåøiòöi ç îäèíèöåþ êîæåí ìàêñèìàëü-
íèé iäåàë ¹ ïðîñòèì.

48. Äîâåäiòü, ùî â áóëåâié àëãåáði iäåàë áóäå ïðîñòèì òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè âií áóäå ìàêñèìàëüíèì.

49. Äîâåäiòü, ùî êîæíà äèñòðèáóòèâíà ðåøiòêà ç íóëåì i îäèíèöåþ áóäå
áóëåâîþ àëãåáðîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êîæåí ¨¨ ïðîñòèé iäåàë ¹ ìà-
êñèìàëüíèì.

50. Äîâåäiòü, ùî êîëè êîæíó êîíãðóåíöiþ ρ íà áóëåâié àëãåáði B çiñòàâèòè
ç òèì ¨¨ êëàñîì 0ρ, ÿêèé ìiñòèòü 0, òî îäåðæèìî ái¹êöiþ ìiæ ìíîæèíîþ
êîíãðóåíöié íà B i ìíîæèíîþ iäåàëiâ àëãåáðè B.

51. Äîâåäiòü, ùî âñi iäåàëè áóëåâî¨ àëãåáðè áóäóòü ãîëîâíèìè òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè àëãåáðà ñêií÷åííà.

52. Äîâåäiòü, ùî iäåàë I áóëåâî¨ àëãåáðè B áóäå ìàêñèìàëüíèì òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ B iäåàë I ìiñòèòü ðiâíî îäèí iç åëåìåíòiâ
a i a′.

53. Íåõàé ìíîæèíà M � íåñêií÷åííà. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà P(M) âñiõ
ñêií÷åííèõ i êîñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí iç M óòâîðþ¹ ïiäàëãåáðó áóëå-
âî¨ àëãåáðè B(M), ïðè÷îìó öÿ ïiäàëãåáðà íå ¹ içîìîðôíîþ B(N) äëÿ
æîäíî¨ ìíîæèíè N .

84



4 Ëiíiéíi àëãåáðè

4.1 Áàçîâi ïîíÿòòÿ

Ïåðøi ïðèêëàäè ëiíiéíèõ àëãåáð (ïiä íàçâîþ �ãiïåðêîìïëåêñíi ñèñòåìè�)
ç'ÿâèëèñÿ ó äðóãié ïîëîâèíi ÕIÕ ñò. ïðè íàìàãàííi óçàãàëüíèòè ïîíÿòòÿ
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Îäíàê íîâi ñòðóêòóðè ÷èì äàëi, òèì óñå ìåíøå
íàãàäóâàëè êîìïëåêñíi ÷èñëà. Òîìó òåðìií �ãiïåðêîìïëåêñíi ñèñòåìè�
ïîñòóïîâî âèéøîâ ç óæèòêó.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ëiíiéíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì P (àáî ïðîñòî
P -àëãåáðîþ) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà A ç äiÿìè äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ
i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè (åëåìåíòè ïîëÿ P ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
âèìîãè :
1) âiäíîñíî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè ìíîæèíà A óòâîðþ¹
âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ;
2) âiäíîñíî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìíîæèíà A óòâîðþ¹ êiëüöå;
3) ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ àëãåáðè i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè ïåðåñòàâíi:
α(ab) = (αa)b = a(αb) äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ P òà a, b ∈ A.

Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíà àëãåáðà � öå âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì,
åëåìåíòè ÿêîãî äîäàòêîâî ìîæíà ìíîæèòè ìiæ ñîáîþ, ïðè÷îìó öå ìíî-
æåííÿ óçãîäæåíå iç ìíîæåííÿì íà ñêàëÿðè i ïîâ'ÿçàíå ç äîäàâàííÿì
äèñòðèáóòèâíèìè çàêîíàìè. Êîëè çðîçóìiëî, ùî éäåòüñÿ ñàìå ïðî ëiíié-
íi àëãåáðè (à íå ÿêiñü iíøi, íàïðèêëàä, óíiâåðñàëüíi), òî ñëîâî �ëiíiéíi�
çàçâè÷àé îïóñêàþòü. Àëãåáðà íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìið-
íîþ, ÿêùî âîíà ñêií÷åííîâèìiðíà ÿê âåêòîðíèé ïðîñòið íàä P . Àëãåáðè
íàä R i C ÷àñòî íàçèâàþòü âiäïîâiäíî äiéñíèìè i êîìïëåêñíèìè.

Ïðèêëàäè. 1. Êîæíå ïîëå ¹ àëãåáðîþ íàä áóäü-ÿêèì ñâî¨ì ïiäïî-
ëåì.

2. Ìíîæèíà âåêòîðiâ çâè÷àéíîãî òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó V3 ðàçîì iç
âåêòîðíèì ìíîæåííÿì ¹ àëãåáðîþ íàä R.

3. Ìíîæèíà Map(A,P) óñiõ ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi A i
íàáóâàþòü çíà÷åíü ó ïîëi P , ¹ àëãåáðîþ íàä P âiäíîñíî çâè÷àéíèõ äié
äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ôóíêöié i ìíîæåííÿ ôóíêöié íà ñêàëÿðè.

4. Ìíîæèíà ìíîãî÷ëåíiâ P [x1, . . . , xn] ¹ àëãåáðîþ íàä P âiäíîñíî
çâè÷àéíèõ äié iç ìíîãî÷ëåíàìè.

5. Ìíîæèíà ìàòðèöü Mn(P ) ¹ àëãåáðîþ íàä P âiäíîñíî çâè÷àéíèõ
äié iç ìàòðèöÿìè. Âîíà íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ ìàòðè÷íîþ àëãåáðîþ ïî-
ðÿäêó n íàä ïîëåì P .
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6. Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì P ìíîæèíà
EndV óñiõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó V ¹ àëãåáðîþ íàä P âiäíîñíî
çâè÷àéíèõ äié iç ëiíiéíèìè ïåðåòâîðåííÿìè.

Äîâiëüíèé âåêòîðíèé ïðîñòið A ìîæíà ïåðåòâîðèòè â àëãåáðó ç íó-
ëüîâèì ìíîæåííÿì (òîáòî ïîêëàñòè a · b = 0 äëÿ âñiõ a, b ∈ A). Òàêó
àëãåáðó ùå íàçèâàþòü òðèâiàëüíîþ.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Ïiäìíîæèíà àëãåáðè íàçèâà¹òüñÿ ïiäàëãåáðîþ, ÿê-
ùî öÿ ïiäìíîæèíà ¹ îäíî÷àñíî i ïiäïðîñòîðîì àëãåáðè ÿê âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó, i ïiäêiëüöåì.

ßêùî ìíîæåííÿ â àëãåáði ¹ àñîöiàòèâíèì, òî àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ
àñîöiàòèâíîþ. Àíàëîãi÷íî àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ, ÿêùî
ìíîæåííÿ ¹ êîìóòàòèâíèì, i àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ, ÿêùî äëÿ ìíîæåííÿ
iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò.

Öåíòðîì àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

Z(A) = {x | xa = ax äëÿ âñiõ a ∈ A}.

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî öåíòð àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè ¹ ¨¨ ïiäàëãåáðîþ.
Àëãåáðà A (íå îáîâ'ÿçêîâî àñîöiàòèâíà) íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ ç äi-

ëåííÿì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a ̸= 0 i b êîæíå ç ðiâíÿíü ax = b, ya = b
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

ßêùî íàéìåíøà ïiäàëãåáðà àëãåáðè A, ÿêà ìiñòèòü äàíi åëåìåí-
òè a1, . . . , ak, çáiãà¹òüñÿ ç ñàìîþ A, òî íàáið a1, . . . , ak íàçèâà¹òüñÿ
ñèñòåìîþ òâiðíèõ àëãåáðè A. Ó âèïàäêó àëãåáð ç îäèíèöåþ äîäàòêîâî
ââàæàþòü, ùî äîáóòîê íóëüîâî¨ êiëüêîñòi ìíîæíèêiâ äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

ßêùî àëãåáðà A íàä ïîëåì P ìiñòèòü îäèíèöþ 1, òî âiäîáðàæåííÿ
α 7→ α ·1 ¹ ìîíîìîðôiçìîì ïîëÿ P â àëãåáðó A. Ïiñëÿ îòîòîæíåííÿ åëå-
ìåíòiâ α ∈ P ç âiäïîâiäíèìè êðàòíèìè α·1 îäèíèöi ìè ìîæåìî ââàæàòè,
ùî àëãåáðà A ç îäèíèöåþ ìiñòèòü ïîëå P . Ïðè òàêîìó îòîòîæíåííi
�çîâíiøí¹� ìíîæåííÿ íà åëåìåíòè ç P ÿê íà ñêàëÿðè çáiãà¹òüñÿ iç �âíó-
òðiøíiì� ìíîæåííÿì â àëãåáði A.

Âïðàâà 4.1. Ïåðåâiðòå, ùî â àëãåáði ç îäèíèöåþ P ⊆ Z(A).

Ïîøèðåíèì ñïîñîáîì ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó A íàä ïî-
ëåì P â àëãåáðó íàä P ¹ çàäàííÿ ìíîæåííÿ â A çà äîïîìîãîþ òàê
çâàíèõ ñòðóêòóðíèõ êîíñòàíò. Íåõàé e1, . . . , en � ôiêñîâàíà áàçà
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ïðîñòîðó A. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè iíäåêñiâ (i, j), 1 ≤ i, j ≤ n, çàäàìî äåÿêèé
âåêòîð vij = α1

ije1 + · · ·+ αnijen. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ

x = a1e1 + · · ·+ anen, y = b1e1 + · · ·+ bnen

ç ïðîñòîðó A ¨õ äîáóòîê xy ìîæíà âèçíà÷èòè ïðàâèëîì

xy =

n∑
i,j=1

aibjvij =

n∑
i,j,k=1

aibjα
k
ijek

(iç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðiâ çà âåêòîðàìè áàçè âèïëèâà¹ êî-
ðåêòíiñòü öüîãî ïðàâèëà). Öå ïåðåòâîðþ¹ A â àëãåáðó íàä P (ïåðåâiðòå
äèñòðèáóòèâíi çàêîíè!).

Çàóâàæèìî, ùî êîåôiöi¹íòè αkij , ÿêi íàçèâàþòüñÿ ñòðóêòóðíèìè
êîíñòàíòàìè àëãåáðè A, ìîæíà âèáèðàòè äîâiëüíî.

Ïðèêëàäè. 7. Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C (ÿê àëãåáðà íàä ïîëåì R)
ó áàçi 1, i çàäà¹òüñÿ òàáëèöåþ ìíîæåííÿ

× 1 i
1 1 i
i i −1

8. Àëãåáðà âåêòîðiâ ïðîñòîðó V3 (äèâ. ïðèêëàä 1) â îðòîíîðìîâàíié
áàçi i, j, k çàäà¹òüñÿ òàáëèöåþ ìíîæåííÿ

× i j k

i 0 k −j
j −k 0 i

k j −i 0

9. Íåõàé S = {a1, a2, . . . , an} � ñêií÷åííà íàïiâãðóïà ïîðÿäêó n.
Âèáåðåìî â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði A íàä ïîëåì P áàçó, åëåìåíòè ÿêî¨
ïðîiíäåêñó¹ìî åëåìåíòàìè íàïiâãðóïè S: ea1 , ea2 , . . . , ean . Ìíîæåííÿ
åëåìåíòiâ áàçè âèçíà÷èìî òàê:

ea · eb = eab äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ S.

Îòðèìàíà òàêèì ÷èíîì àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïîâîþ àëãåáðîþ
íàä ïîëåì P i ïîçíà÷à¹òüñÿ P [S]. Çàìiñòü ea1 , ea2 , . . . , ean ÷àñòî ïèøóòü
ïðîñòî a1, a2, . . . , an.

ßêùî S � ãðóïà, òî àëãåáðà P [S] íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîâîþ.
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10. ×àñòêîâèì âèïàäêîì íàïiãðóïîâî¨ àëãåáðè íàä ïîëåì P ¹ òåí-
çîðíà àëãåáðà P ⟨x1, . . . , xn⟩ íàä ïîëåì P � íàïiãðóïîâà àëãåáðà âiëüíîãî
ìîíî¨äà X∗ iç ìíîæèíîþ òâiðíèõ X = {x1, . . . , xn}. �¨ ùå íàçèâàþòü àë-
ãåáðîþ ìíîãî÷ëåíiâ âiä �íåêîìóòóþ÷èõ� çìiííèõ x1, . . . , xn.

Çàäà÷à 4.1. Íåõàé e1, . . . , en � ôiêñîâàíà áàçà àëãåáðè A ÿê âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó.

1. Äîâåäiòü, ùî A êîìóòàòèâíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êîìóòà-
òèâíèì ¹ ìíîæåííÿ áàçèñíèõ âåêòîðiâ, òîáòî eiej = ejei äëÿ äîâiëü-
íèõ âåêòîðiâ ei, ej áàçè.

2. Äîâåäiòü, ùî A àñîöiàòèâíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè àñîöiàòèâ-
íèì ¹ ìíîæåííÿ áàçèñíèõ âåêòîðiâ, òîáòî ei(ejek) = (eiej)ek äëÿ
äîâiëüíèõ âåêòîðiâ ei, ej, ek áàçè.

Iç öi¹¨ çàäà÷i îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ãðóïîâi òà íàïiâãðóïîâi àëãåáðè ¹
àñîöiàòèâíèìè.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Âiäîáðàæåííÿ φ : A → B ëiíiéíèõ àëãåáð íàä ïîëåì
P íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî âîíî îäíî÷àñíî ¹ ãîìîìîðôi-
çìîì àëãåáð ÿê âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ (òîáòî ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì)
i ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð ÿê êiëåöü. Ií'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹-
òüñÿ ìîíîìîðôiçìîì, à ñþð'¹êòèâíèé � åïiìîðôiçìîì Âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íèé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì.

Ïiä ÿäðîì Kerφ ãîìîìîðôiçìó φ : A → B ðîçóìiþòü ÿäðî φ ÿê ëi-
íiéíîãî âiäîáðàæåííÿ (òîáòî ïîâíèé ïðîîáðàç íóëüîâîãî åëåìåíòà ç B).

Çàäà÷à 4.2. Íåõàé A � àñîöiàòèâíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ òà ñèñòåìîþ
òâiðíèõ a1, . . . , ak. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ x1 7→ a1, . . . , xk 7→ ak
ìîæíà ïðîäîâæèòè, ïðè÷îìó ¹äèíèì ñïîñîáîì, äî åïiìîðôiçìó
φ : P ⟨x1, . . . , xk⟩ → A.

Íåõàé A1, . . . , An � íàáið àëãåáð íàä äàíèì ïîëåì P . Íà ìíîæèíi

A = {(a1, . . . , an) | ai ∈ Ai, i = 1, . . . , n}

ìîæíà �ïîêîìïîíåíòíî� âèçíà÷èòè äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ òà ìíîæåííÿ
íà ñêàëÿðè:

(a′1, . . . , a
′
n) + (a′′1 , . . . , a

′′
n) := (a′1 + a′′1 , . . . , a

′
n + a′′n),

(a′1, . . . , a
′
n) · (a′′1 , . . . , a′′n) := (a′1a

′′
1 , . . . , a

′
na

′′
n),

α(a1, . . . , an) := (αa1, . . . , αan).
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Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíà A ç òàê âèçíà÷åíèìè îïåðàöiÿìè òàêîæ
¹ àëãåáðîþ íàä ïîëåì P . Âîíà íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ ñóìîþ àëãåáð A1,
. . . , An i ïîçíà÷à¹òüñÿ A1 ⊕ · · · ⊕ An.

ßêùî åëåìåíò a ∈ Ak îòîòîæíèòè ç íàáîðîì (0, . . . , 0, a, 0, . . . , 0)
(ó ÿêîìó âñi êîìïîíåíòè, êðiì k-¨, äîðiâíþþòü 0), òî ìíîæíèê Ak ìîæ-
íà ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäìíîæèíó ïðÿìî¨ ñóìè A1⊕· · ·⊕An. Çðîçóìiëî, ùî
Ak áóäå íàâiòü ïiäàëãåáðîþ â A1 ⊕ · · · ⊕ An.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Ïðÿìà ñóìà àëãåáð ç îäèíèöåþ ¹ àëãåáðîþ ç îäè-
íèöåþ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ek ¹ îäèíèöåþ àëãåáðè Ak, òî åëåìåíò e = e1+ · · ·+en
¹ îäèíèöåþ àëãåáðè A = A1 ⊕ · · · ⊕ An.

Ïiäàëãåáðà I àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì, äâî-
ñòîðîííiì) iäåàëîì àëãåáðè A, ÿêùî âîíà âèòðèìó¹ ìíîæåííÿ íà åëå-
ìåíòè àëãåáðè A çëiâà (âiäïîâiäíî ñïðàâà, ç îáîõ ñòîðií), òîáòî AI ⊆ I
(âiäïîâiäíî IA ⊆ I, AIA ⊆ I). Äâîñòîðîííi iäåàëè ÷àñòî íàçèâàþòü
ïðîñòî iäåàëàìè.

Âïðàâà 4.2. Äîâåäiòü, ùî ïiäàëãåáðà I àëãåáðè A áóäå iäåàëîì òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ ÿäðîì äåÿêîãî ãîìîìîðôiçìó φ : A → B.

Òâåðäæåííÿ 4.2. ßêùî äâîñòîðîííié iäåàë I àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè A
¹ àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ, òî äëÿ íüîãî iñíó¹ äîïîâíÿëüíèé äâîñòîðîííié
iäåàë (òîáòî òàêèé iäåàë J , ùî A = I ⊕ J).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé e� îäèíèöÿ iäåàëó I. Ïîêëàäåìî J = {a ∈ A | ae = 0}.
Î÷åâèäíî, ùî J � ëiâèé iäåàë àëãåáðè A.

Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ äîâiëüíèõ a ∈ A i b ∈ J áóäå be = 0 i ae ∈ I,
ìà¹ìî

ba · e = b · ae = b · eae = be · ae = 0 · ae = 0.

Îòæå, ba òàêîæ íàëåæèòü J , à òîìó J ¹ i ïðàâèì iäåàëîì àëãåáðè A.
Iç ðiâíîñòi a = ae+(a−ae) ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî ae ∈ I òà a−ae ∈ J ,

âèïëèâà¹, ùî êîæåí åëåìåíò a ∈ A ðîçêëàäà¹òüñÿ â ñóìó åëåìåíòiâ ç
I òà J , òîáòî ùî A = I + J . Íàðåøòi, äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ I ∩ J ìà¹ìî
ce = c (òîìó ùî c ∈ I) i ce = 0 (òîìó ùî c ∈ J). Îòæå, I ∩ J = 0 i ñóìà
I + J ¹ ïðÿìîþ.

Òåîðåìà 4.1. Êîæíó (àñîöiàòèâíó) àëãåáðó ìîæíà ðîçøèðèòè äî
(àñîöiàòèâíî¨) àëãåáðè ç îäèíèöåþ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � àëãåáðà íàä ïîëåì P . Ðîçãëÿíåìî ïðÿìó ñóìó
(ÿê âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ) A1 = A⊕ P i âèçíà÷èìî ìíîæåííÿ â A1:

(a, α) · (b, β) := (ab+ αb+ βa, αβ) .

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî A1 � àëãåáðà ç îäèíèöåþ (0, 1) (ïðè÷îìó àñî-
öiàòèâíà, ÿêùî òàêîþ ¹ A), à âiäîáðàæåííÿ a 7→ (a, 0) ¹ ìîíîìîðôi-
çìîì.

4.2 Êâàòåðíiîíè

Âàæëèâó ðîëü ó ìàòåìàòèöi âiäiãðà¹ ÷îòèðèâèìiðíà äiéñíà àëãåáðà êâà-
òåðíiîíiâ H. Ó áàçi, åëåìåíòè ÿêî¨ çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü 1, i, j, k, âîíà
çàäà¹òüñÿ òàáëèöåþ ìíîæåííÿ

× 1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j
j j −k −1 i

k k j −i −1

(4.1)

Âïðàâà 4.3. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðà êâàòåðíiîíiâ ¹ àñîöiàòèâíîþ.

Êâàòåðíiîí x = x0 · 1+x1 · i+x2 · j+x3 ·k ÷àñòî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi
x = x0 + x̂. Äîäàíîê x0 íàçèâàþòü äiéñíîþ àáî ñêàëÿðíîþ ÷àñòèíîþ
êâàòåðíiîíà x, à äîäàíîê x̂ = x1i + x2j + x3k � óÿâíîþ àáî âåêòîðíîþ
÷àñòèíîþ. Êâàòåðíiîí, äiéñíà ÷àñòèíà ÿêîãî äîðiâíþ¹ 0, íàçèâàþòü ÷è-
ñòî óÿâíèì.

Îñêiëüêè äëÿ íåíóëüîâîãî êâàòåðíiîíà x = x0+x1i+x2j +x3k ìà¹ìî

x2 = x20 − x21 − x22 − x23 + 2x0(x1i + x2j + x3k) ,

òî ëåãêî áà÷èòè, ùî êâàäðàò x2 áóäå äiéñíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
àáî x0 = 0 (i òîäi x ¹ ÷èñòî óÿâíèì òà x2 < 0), àáî x1 = x2 = x3 = 0
(i òîäi x ¹ äiéñíèì i x2 > 0). ßêùî âðàõóâàòè, ùî R âèäiëÿ¹òüñÿ â H
ÿê öåíòð, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðîçêëàä x = x0 + x̂ êâàòåðíiîíà íà
ñêàëÿðíó é âåêòîðíó ÷àñòèíè ìîæíà îïèñàòè âíóòðiøíiì ÷èíîì (òîáòî
íå âèêîðèñòîâóþ÷è áàçó 1, i, j, k, à ñïèðàþ÷èñü ëèøå íà âëàñòèâîñòi
ìíîæåííÿ).

Êâàòåðíiîí x = x0 − x̂ íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî êâàòåðíiîíà
x = x0 + x̂. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ (çðîáiòü öå!), ùî äëÿ äîâiëüíîãî êâà-
òåðíiîíà x = x0 + x1i+ x2j+ x3k ìà¹ìî

x · x = x20 + x21 + x22 + x23 . (4.2)
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Çîêðåìà, x · x = x · x. ×èñëî N(x) = x · x íàçèâà¹òüñÿ íîðìîþ êâàòåð-
íiîíà x.

Âïðàâà 4.4. Äîâåäiòü, ùî N(z1 · z2) = N(z1) ·N(z2) .

Àëãåáðó êâàòåðíiîíiâ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÷îòèðèâèìiðíèé åâêëiäiâ
ïðîñòið, ÿêùî ââàæàòè áàçó 1, i, j, k îðòîíîðìîâàíîþ. Òîäi äëÿ äîâæèíè
|x| êâàòåðíiîíà x ìàòèìåìî |x| =

√
N(x).

Iç ïðàâèëà ìíîæåííÿ êâàòåðíiîíiâ ñòà¹ çðîçóìiëèì ïîõîäæåííÿ òåð-
ìiíiâ ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ i âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ10.
Ñïðàâäi, ÿêùî ðîçãëÿäàòè ÷èñòî óÿâíèé êâàòåðíiîí x̂ = x1i+ x2j+ x3k
ÿê âåêòîð çâè÷àéíîãî òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó ïðîñòîðó V3 ç îðòîíîðìî-
âàíîþ áàçîþ i, j, k, òî äëÿ ÷èñòî óÿâíèõ êâàòåðíiîíiâ x̂ i ŷ ìàòèìåìî

x̂ · ŷ = −(x̂, ŷ) + [x̂, ŷ],

äå (x̂, ŷ) i [x̂, ŷ] � âiäïîâiäíî ñêàëÿðíèé i âåêòîðíèé äîáóòêè âåêòîðiâ
x̂ òà ŷ.

Äëÿ êâàòåðíiîíiâ iñíó¹ àíàëîã òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ôîðìè çàïèñó êîìï-
ëåêñíèõ ÷èñåë. Ñïðàâäi, ïîçàÿê

x = x0 + x1i+ x2j+ x3k = |x| ·
(
x0
|x|

+
q

|x|

(x1
q
i+

x2
q
j+

x3
q
k
))

,

äå q =
√
x21 + x22 + x23, òî êîæåí êâàòåðíiîí x çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

x = r(cosφ+ v · sinφ) ,

äå r ≥ 0 i v = x1

q i+
x2

q j+
x3

q k � âåêòîð äîâæèíè 1, ïðè÷îìó 0 ≤ φ ≤ π.
ßêùî x ̸= 0, òî òàêèé çàïèñ îäíîçíà÷íèé.

Âïðàâà 4.5. ßêùî x = r(cosφ + v · sinφ) ̸= 0, òî iñíó¹ îáåðíåíèé
åëåìåíò x−1 = 1

r (cosφ− v · sinφ).

Iç öi¹¨ âïðàâè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî àëãåáðà êâàòåðíiîíiâ ¹ òiëîì.
Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ (çðîáiòü öå!), ùî äëÿ êîæíîãî íåíóëüî-

âîãî êâàòåðíiîíà a âiäîáðàæåííÿ

φa : H→ H , x 7→ a−1xa ,

10Ïðàâèëî ìíîæåííÿ êâàòåðíiîíiâ iðëàíäñüêèé ìàòåìàòèêè Ãàìiëüòîí âiäêðèâ ó
1843 ð. Çãîäîì � ó 50-õ ðð. ÕIÕ ñò. � Ãàìiëüòîí ðîçðîáèâ òåîðiþ êâàòåðíiîíiâ äîñèòü
ãëèáîêî. Öÿ òåîðiÿ ñòàëà îäíèì iç ïîøòîâõiâ äî ñòâîðåííÿ âåêòîðíî¨ àëãåáðè, îñíîâè
ÿêî¨ çàêëàâ ó 80-õ ðð. ÕIÕ ñò. àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê i ôiçèê Ãiááñ.
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¹ àâòîìîðôiçìîì H ÿê òiëà. Çîêðåìà, φa ¹ àâòîìîðôiçìîì H ÿê àëãåáðè
íàä R, à òîìó φa ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì H ÿê âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
íàä R.

Òâåðäæåííÿ 4.3. a) Äëÿ àâòîìîðôiçìó φa êîæåí iç ïiäïðîñòîðiâ ⟨1⟩
i ⟨i, j, k⟩ ¹ iíâàðiàíòíèì.

b) φa(x) = φa(x).

Äîâåäåííÿ. a) Iíâàðiàíòíiñòü ïiäïðîñòîðó ⟨1⟩ î÷åâèäíà. Íåõàé òåïåð
êâàòåðíiîí x ¹ ÷èñòî óÿâíèì. Ìè âæå âñòàíîâèëè, ùî êâàòåðíiîí áóäå
÷èñòî óÿâíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè éîãî êâàäðàò ¹ âiä'¹ìíèì äiéñíèì
÷èñëî. Àëå

φa(x)φa(x) = a−1xaa−1xa = a−1xxa = xxa−1a = xx.

b) Íåõàé x = x0 + x̂. Òîäi φa(x) = φa(x0) + φa(x̂) i çà äîâåäåíèì ó
ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi φa(x) = φa(x0) − φa(x̂). Ç iíøîãî áîêó, φa(x) =
φa(x0 − x̂) = φa(x0)− φa(x̂).

Òåîðåìà 4.2. Âiäîáðàæåííÿ Φ : a 7→ φa ¹ ãîìîìîðôiçìîì ìóëüòèïëi-
êàòèâíî¨ ãðóïè H∗ ó ãðóïó içîìåòðié àëãåáðè H ÿê åâêëiäîâîãî ïðîñòî-
ðó. ßäðîì öüîãî ãîìîìîðôiçìó ¹ R∗.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê φa ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì ïðîñòîðó H, òî ùîá
ïîêàçàòè, ùî φa ¹ içîìåòði¹þ, äîñèòü ïîêàçàòè, ùî φa çáåðiãà¹ äîâæèíè
âåêòîðiâ. Öå ñïðàâäi òàê:

N(φa(x)) = φa(x) · φa(x) = φa(x) · φa(x) = a−1xa · a−1xa =

= a−1x · xa = a−1N(x)a = N(x)a−1a = N(x) .

Ãîìîìîðôíiñòü âiäîáðàæåííÿ Φ î÷åâèäíà:

φab(x) = (ab)−1xab = b−1a−1xab = b−1(a−1xa)b = φb(φa(x)) = (φaφb)(x).

Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî äëÿ êîæíîãî a ∈ R∗ âiäîáðàæåííÿ φa ¹ òîòîæíèì
àâòîìîðôiçìîì àëãåáðè H. Òîìó R∗ ⊆ KerΦ. Íàâïàêè, íåõàé a ̸∈ R∗.
Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî a = α + βi + γj + δk i
β ̸= 0. Òîäi aj ̸= j a i j = a−1aj ̸= a−1j a = φa(j ), à òîìó a ̸∈ KerΦ. Îòæå,
R∗ = KerΦ.

Iç òåîðåìè 4.2 âèïëèâà¹, ùî ïðè âèâ÷åííi àâòîìîðôiçìiâ âèãëÿäó
φa ìîæíà îáìåæèòèñÿ ëèøå òèìè a ∈ H, äëÿ ÿêèõ N(a) = 1, òîáòî
òðèâèìiðíîþ ñôåðîþ S ðàäióñà 1 ó ÷îòèðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðî-
ñòîði H. Ïðè öüîìó âåêòîðè, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ çíàêîì, äàþòü îäèí i
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òîé ñàìèé àâòîìîðôiçì (òîáòî äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíi òî÷êè ñôåðè
òðåáà îòîòîæíèòè). Òàêèì ÷èíîì, ãðóïó âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ òiëà
H (òîáòî àâòîìîðôiçìiâ âèãëÿäó φa) ìîæíà îòîòîæíèòè iç òðèâèìiðíèì
ïðîåêòèâíèì äiéñíèì ïðîñòîðîì PR3.

×åðåç íåêîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ òåîðiÿ ðiâíÿíü íàä òiëîì êâàòåð-
íiîíiâ íàáàãàòî ñêëàäíiøà âiä òàêî¨ òåîði¨ íàä ïîëÿìè R àáî C. Òðóäíîùi
ç'ÿâëÿþòüñÿ âæå ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç îäíèì íåâiäî-
ìèì. Çàãàëüíèé âèãëÿä òàêîãî ðiâíÿííÿ

axb+ cx+ xd+ e = 0 . (4.3)

ßêùî çàïèñàòè íåâiäîìå é êîåôiöi¹íòè â àëãåáðè÷íié ôîðìi, òî ðiâ-
íÿííÿ (4.3) çâåäåòüñÿ äî äiéñíî¨ êâàäðàòíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
âiäíîñíî êîîðäèíàò x0, x1, x2, x3 íåâiäîìîãî x = x0 + x1i + x2j + x3k .
Àëå âèðàçèòè x ó áåçêîîðäèíàòíié ôîðìi � áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç êîåôi-
öi¹íòè a, b, c, d, e (àáî õî÷à á ÷åðåç ¨õ ñêàëÿðíi é âåêòîðíi ÷àñòèíè) �
äóæå ñêëàäíî.

Ùå çàïëóòàíiøà ñèòóàöiÿ iç ñèñòåìàìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i ðiâíÿííÿ-
ìè âèùèõ ñòåïåíiâ.

Òâåðäæåííÿ 4.4. Êîæåí êâàòåðíiîí ¹ êîðåíåì äåÿêîãî êâàäðàòíîãî
ðiâíÿííÿ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Äîâåäåííÿ. Êîæåí êâàòåðíiîí a = a0 + a1i + a2j + a3k ¹ êîðåíåì êâàä-
ðàòíîãî ðiâíÿííÿ (x− a)(x− a) = 0. Àëå ç ðiâíîñòi (4.2) âèïëèâà¹, ùî

(x− a)(x− a) = x2 − 2a0x+N(a). (4.4)

Îòæå, êîåôiöi¹íòè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ äiéñíèìè.
Äîâåäåííÿ ùå íå ìîæíà ââàæàòè çàâåðøåíèì, áî ðiâíiñòü (4.4) îòðè-

ìàíà çà ïðèïóùåííÿ, ùî x êîìóòó¹ ç â. Àëå òå, ùî a ñïðàâäi ¹ êîðåíåì
ìíîãî÷ëåíà x2− 2a0x+N(a), ìîæíà âæå ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî.

Iç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.4 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ
÷èñåë a0 i b > a20 êâàòåðíiîí a áóäå êîðåíåì êâàäðàòíîãî ðiâ-
íÿííÿ x2 − 2a0x + b = 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií ìà¹ âèãëÿä
a = a0 + a1i+ a2j+ a3k, äå a21+a

2
2+a

2
3 = b−a20. Îòæå, âåêòîðíi ÷àñòèíè

êîðåíiâ öüîãî ðiâíÿííÿ óòâîðþþòü ó òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòî-
ði ñôåðó ðàäióñà

√
b− a20. Çîêðåìà, ïðè b > a20 ðiâíÿííÿ x

2−2a0x+b = 0
ìàòèìå â òiëi H íåñêií÷åííî áàãàòî êîðåíiâ (íà âiäìiíó âiä ïîëÿ R, äå
êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ùîíàéáiëüøå 2 êîðåíi).
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Íà çàêií÷åííÿ ðîçäiëó çàóâàæèìî, ùî àíàëîã àëãåáðè êâàòåðíiîíiâ
ìîæíà âèçíà÷èòè äëÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ P . Äëÿ öüîãî â ÷îòèðèâèìiðíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä P åëåìåíòè ïåâíî¨ áàçè òðåáà ïîçíà÷èòè 1, i,
j, k i âèçíà÷èòè ìíîæåííÿ çà äîïîìîãîþ òàáëèöi 4.1. Âiäïîâiäíó àëãåáðó
ïîçíà÷àþòü H(P ).

Çàäà÷à 4.3. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðà H(P ) áóäå òiëîì òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè äëÿ äîâiëüíèõ x0, x1, x2, x3 iç P ç ðiâíîñòi x20 + x21 + x22 + x23 = 0
âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x0 = x1 = x2 = x3 = 0.

4.3 Òiëà

Òâåðäæåííÿ 4.5. Àñîöiàòèâíà àëãåáðà A ç äiëåííÿì ¹ òiëîì.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî äîâiëüíèé a ̸= 0. Íåõàé ea � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿí-
íÿ ax = a. Ïîçàÿê äîâiëüíèé åëåìåíò b ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi
b = ca, òî

b · ea = ca · ea = c · aea = ca = b .

Îòæå, ea ¹ ïðàâîþ îäèíèöåþ àëãåáðè A. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ iñíóâà-
ííÿ â A ëiâî¨ îäèíèöi. Àëå òîäi â A iñíó¹ ïðîñòî îäèíèöÿ e. Iñíóâàííÿ
îáåðíåíèõ åëåìåíòiâ òåïåð âèïëèâà¹ ç ðîçâ'ÿçíîñòi ðiâíÿíü ax = e i
ya = e.

Íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë ¹ òðè êëàñè÷íi ñêií÷åííîâèìiðíi àëãåáðè
ç äiëåííÿì � öå ñàì�e ïîëå R, ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C i òiëî êâàòåð-
íiîíiâ H. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öèìè àëãåáðàìè âè÷åðïóþòüñÿ âñi ñêií÷åí-
íîâèìiðíi àñîöiàòèâíi àëãåáðè ç äiëåííÿì íàä R.

Òåîðåìà 4.3 (Ôðîáåíióñ, 1903). Êîæíà ñêií÷åííîâèìiðíà àñîöiàòèâíà
àëãåáðà A ç äiëåííÿì íàä ïîëåì R içîìîðôíà àáî ïîëþ R, àáî ïîëþ
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C, àáî òiëó êâàòåðíiîíiâ H.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 4.5 àëãåáðà A ¹ òiëîì, à òîìó íå ìiñòèòü
äiëüíèêiâ íóëÿ. Ïîëå R ïðèðîäíî îòîòîæíþ¹òüñÿ ç éîãî îáðàçîì ïðè
çàíóðåííi R ↪→ A, x 7→ x · 1. Òîäi A ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñêií÷åííå
ðîçøèðåííÿ R. ßêùî [A : R] = 1, òî A = R. Òîìó äàëi ââàæà¹ìî, ùî
[A : R] = n > 1.

Ëåìà 4.1. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ ArR ïðîñòå ðîçøèðåííÿ R(a)
içîìîðôíå ïîëþ C.
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Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê [A : R] = n, òî åëåìåíòè 1, a, . . . , an � ëiíiéíî
çàëåæíi íàä R. Òîìó â R[x] äëÿ a iñíó¹ àíóëþþ÷èé ìíîãî÷ëåí. Àëå òîäi
äëÿ a iñíó¹ é ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåíma(x), ïðè÷îìó âií áóäå íåçâiäíèì
â R[x], áî iíàêøå â A áóëè á äiëüíèêè íóëÿ. Îñêiëüêè a ̸∈ R i êîæåí
íåçâiäíèé íàä R ìíîãî÷ëåí iç R[x] ìà¹ ñòåïiíü ≤ 2, òî

ma(x) = x2 + αx+ β, äå α2 − 4β < 0 .

Òîäi
(
a+ α

2

)2
= α2

4 − β < 0, i äëÿ åëåìåíòà b =
(
a+ α

2

)/√
β − α2

4 ìà¹ìî

R(b) = R(a) i b2 = −1 .

Òîìó R(b) ≃ C.

Ëåìà 4.2. ßêùî àëãåáðà A � êîìóòàòèâíà, òî âîíà içîìîðôíà ïî-
ëþ C.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ó öüîìó âèïàäêó àëãåáðà A ¹ ïîëåì, à òîìó, çà
òåîðåìîþ ïðî ïðèìiòèâíèé åëåìåíò, âîíà ¹ ïðîñòèì àëãåáðè÷íèì ðîç-
øèðåííÿì ïîëÿ R. Àëå òîäi ç ëåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî A ≃ C.

Ëåìà 4.3. Íåõàé a, b ∈ ArR i R(b) ̸= R(a). Òîäi ab ̸= ba.

Äîâåäåííÿ. ßêáè áóëî ab = ba, òî àëãåáðà R(a, b) áóëà á êîìóòàòèâíîþ i,
çà ëåìîþ 4.2, içîìîðôíîþ ïîëþ C. Çîêðåìà, áóëî á [R(a, b) : R] = 2. Àëå ç
óìîâè i ëåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî a ̸∈ R(b) i b ̸∈ R(a). Òîìó [R(a, b) : R] ≥ 3.
Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëåìó.

Îñêiëüêè R ëåæèòü ó öåíòði àëãåáðè A, òî ç ëåìè 4.3, çîêðåìà,
âèïëèâà¹, ùî êîëè [A : R] ≥ 3, òî öåíòð A çáiãà¹òüñÿ ç R. Ëåãêî
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a âiäîáðàæåííÿ
φa : x 7→ a−1xa áóäå àâòîìîðôiçìîì òiëà A. Iç ëåìè 4.3 òàêîæ âèïëè-
âà¹, ùî êîëè [A : R] ≥ 3 i a ̸∈ R, òî àâòîìîðôiçì φa áóäå íåòðèâiàëüíèì,
à éîãî ïîëåì íåðóõîìèõ òî÷îê áóäå R(a).

Ëåìà 4.4. Íåõàé òiëî A � íå êîìóòàòèâíå. Òîäi äëÿ êîæíîãî
a ∈ ArR iñíóþòü òàêi åëåìåíòè b ∈ R(a) òà c ̸∈ R(a), ùî b2 = c2 = −1
i φb(c) = −c. Çîêðåìà, φb(c) ¹ àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ R(c) iç ïîëåì íåðó-
õîìèõ òî÷îê R.
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Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 4.1 ó ïîëi R(a) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b, ùî b2 = −1 i
R(b)=R(a). Âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíò d ̸∈ R(a). Ïîçíà÷èìî d ′=φb(d).
Çàóâàæèìî, ùî d ′ ̸= d. Îñêiëüêè

φb(d
′) = b−1 · b−1db · b = (−1) · d · (−1) = d,

òî äëÿ åëåìåíòà c = d− d ′ ìà¹ìî φb(c) = d ′ − d = −c. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ïî-ïåðøå, ùî c ̸∈ R(a), à ïî-äðóãå, ùî φb(R(c)) = R(c), òîáòî ùî φb ¹
àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ R(c). Íåõàé mc(x) = x2 + αx + β � ìiíiìàëüíèé
ìíîãî÷ëåí äëÿ c, ÿê åëåìåíòà ðîçøèðåííÿ R ⊂ R(c). Òîäi

0 = φb(0) = φb(c
2 + αc+ β) = (−c)2 + α(−c) + β.

Îòæå, −c òàêîæ ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà mc(x). Àëå òîäi α = c+ (−c) = 0
i c2 = −β < 0. Ïåðåéøîâøè, ó ðàçi ïîòðåáè, äî c/

√
β, ìîæåìî ââàæàòè,

ùî c2 = −1.
Îñòàííÿ ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïîëåì íåðóõîìèõ

òî÷îê àâòîìîðôiçìó φb ¹ R(a) i R(a) ∩ R(c) = R.

Ëåìà 4.5. Íåõàé [A : R] > 2, à åëåìåíòè b i c òàêi, ÿê ó ïîïåðåäíié
ëåìi. Òîäi ïiäàëãåáðà R(b, c) içîìîðôíà òiëó êâàòåðíiîíiâ H.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî åëåìåíòè 1, b, c i bc ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä R.
Ñïðàâäi, íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, y, z ∈ R áóäå

bc = x+ yb+ zc . (4.5)

Ïîìíîæèâøè öþ ðiâíiñòü îäèí ðàç íà z, à äðóãèé ðàç � çëiâà íà b,
îäåðæó¹ìî, ùî

zbc = zx+ zyb+ z2c = y − xb− c .

Iç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi 1, b i c âèïëèâà¹, ùî z2 = −1. Àëå öå ñóïåðå÷èòü
òîìó, ùî z ∈ R. Îòæå, ðiâíiñòü (4.5) íåìîæëèâà, ùî é äîâîäèòü ëiíiéíó
íåçàëåæíiñòü 1, b, c i bc.

Îñêiëüêè b−1cb = φb(c) = −c, òî −bc = cb. Òîìó åëåìåíòè 1, b,
c i bc óòâîðþþòü áàçó àëãåáðè R(b, c) ÿê âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä R.
Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè àëãåáðè R(b, c) ó öié áàçi
çáiãàþòüñÿ çi ñòðóêòóðíèìè êîíñòàíòàìè àëãåáðè H = R(1, i, j, k). Òîìó
R(b, c) ≃ H.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî àëãåáðà A íå çáiãà¹òüñÿ ç ïîáóäîâàíîþ â ëå-
ìi 4.5 ïiäàëãåáðîþ R(b, c). Òîäi iñíó¹ åëåìåíò g ̸∈ R(b, c). Íåõàé g′ = φb(g).
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Òîäi φb(g′) = g i φb(g + g′) = g + g′. Îòæå, g + g′ ∈ R(b) ⊂ R(b, c). Òî-
ìó åëåìåíò p = g − g′ = 2g − (g + g′) íå íàëåæèòü R(b, c). Êðiì òîãî,
φb(p) = −p. Äàëi, ÿê i â ëåìi 4.5, áóäó¹ìî ïiäàëãåáðó R(b, p), içîìîðôíó
òiëó H. Çàóâàæèìî, ùî R(b, c) ∩ R(b, p) = R(b).

Ïîçàÿê
φb(cp) = φb(c)φb(p) = (−c)(−p) = cp,

òî cp ∈ R(b). Àëå òîäi p = (−c) · cp ∈ R(b, c), óñóïåðå÷ âèáîðó p. Îòæå,
A = R(b, c) ≃ H.

Ó òåîðåìi Ôðîáåíióñà íà ñêií÷åííîâèìiðíó àëãåáðó A íàêëàäàþòüñÿ
äâà îáìåæåííÿ: áóòè àñîöiàòèâíîþ é áóòè àëãåáðîþ ç äiëåííÿì. Âèíèêà¹
ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ùî áóäå, êîëè ïîñëàáèòè îáìåæåííÿ? Âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ùî âiäìîâà âiä àñîöiàòèâíîñòi íå äóæå ðîçøèðþ¹ ïðèíàéìíi ñïèñîê ðîç-
ìiðíîñòåé òàêèõ àëãåáð. Ñïðàâäi, ó 1958 ð. Ìiëíîð äîâiâ òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 4.4 (Ìiëíîð). Íàä ïîëåì R êîæíà ñêií÷åííîâèìiðíà àëãåáðà
ç äiëåííÿì ìà¹ ðîçìiðíiñòü 1, 2, 4 àáî 8.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèìàãà¹ äîñèòü òîíêèõ òîïîëîãi÷íèõ ìiðêó-
âàíü, òîìó ìè éîãî íå íàâîäèìî11.

Ñåðåä 8-âèìiðíèõ äiéñíèõ àëãåáð iç äiëåííÿì îñîáëèâó ðîëü âiäiãðà¹
àëãåáðà îêòàâ Êåëi. Öå ìíîæèíà âèðàçiâ âèãëÿäó x+ye, äå x i y � êâà-
òåðíiîíè, à e � íîâèé ñèìâîë. Äîäàâàííÿ òàêèõ âèðàçiâ i ¨õ ìíîæåííÿ
íà ñêàëÿðè ç R âèçíà÷àþòüñÿ ïðèðîäíî:

(x1 + y 1e) + (x2 + y 2e) = (x1 + x2) + (y 1 + y 2)e,

α(x+ ye) = αx+ (αy)e.

Iç öèõ ïðàâèë áà÷èìî, ùî åëåìåíòè 1, i, j, k, e, ie, je, ke óòâîðþþòü
áàçó àëãåáðè Êåëi ÿê âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä R.

Ìíîæåííÿ îêòàâ âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâèëîì12

(x1 + y 1e) · (x2 + y 2e) = (x1x2 − y 2y 1) + (y 2x1 + y 1x2)e .

11Ïîçàÿê ñêií÷åííîâèìiðíà ëiíiéíà àëãåáðà (íå îáîâ'ÿçêîâî àñîöiàòèâíà) ¹ àëãåá-
ðîþ ç äiëåííÿì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ (äèâ. çàäà÷ó 7),
òî â òåîðåìi Ìiëíîðà àëãåáðó ç äiëåííÿì ìîæíà çàìiíèòè íà àëãåáðó áåç

äiëüíèêiâ íóëÿ.
12ßêùî îòîòîæíèòè êâàòåðíiîí x0 + x1i ç âiäïîâiäíèì êîìïëåêñíèì ÷èñëîì, òî

äîâiëüíèé êâàòåðíiîí x = x0+x1i+x2j+x3k ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi x = z+uj, äå
z = x0+x1i òà u = x2+x3i � êîìïëåêñíi ÷èñëà. Òîäi ïðàâèëî ìíîæåííÿ êâàòåðíiîíiâ
íàáóâà¹ âèãëÿäó (z1 +u1j)(z2 +u2j) = (z1z2 −u2u1)+ (u2z1 +u1z2)j . Òîìó ïðàâèëî
ìíîæåííÿ îêòàâ ¹ àíàëîãîì ïðàâèëà ìíîæåííÿ êâàòåðíiîíiâ.
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Ïåðåâiðêó äèñòðèáóòèâíîñòi öüîãî ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ îêòàâ
òà óìîâè 3) iç îçíà÷åííÿ àëãåáðè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.

Òåîðåìà 4.5 (Âåääåðáàðí). Ñêií÷åííå òiëî ¹ ïîëåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K � ñêií÷åííå òiëî i Z(K) = P . Òîäi P � ïîëå i
|P | = pm äëÿ äåÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p. Íåõàé K ÿê âåêòîðíèé ïðîñòið
íàä P ìà¹ ðîçìiðíiñòü n. Òîäi |K| = qn, äå q = pm. Êðiì òîãî,
P ∗ = Z(K∗).

Íåõàé g1, . . . , gr � óñi íåîäíîåëåìåíòíi êëàñè ñïðÿæåíîñòi ãðóïè K∗,
à g1, . . . , gr � ¨õ ïðåäñòàâíèêè. ßêùî C(gi) � öåíòðàëiçàòîð åëåìåíòà
gi, òî qn − 1 = |C(gi)| · |gi|. Çà ôîðìóëîþ êëàñiâ

qn − 1 = |Z(K∗)|+ |g1|+ · · ·+ |gr| = q − 1 +

r∑
i=1

qn − 1

|C(gi)|
. (4.6)

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ êîæíîãî 1 ≤ i ≤ r ìíîæèíà Ci = C(gi)∪{0} óòâîðþ¹
òiëî, ïðè÷îìó P ⊆ Ci ⊆ K. Òîìó |Ci| = qmi i |C(gi)| = qmi −1. Îñêiëüêè
K ¹ ðîçøèðåííÿì Ci, òî iñíó¹ òàêå ti, ùî |K| = |Ci|ti . Îòæå, qn = (qmi)ti ,
à òîìó mi|n.

Íåõàé ε1, . . . , εφ(n) � âñi ïåðâiñíi êîðåíi ñòåïåíÿ n ç îäèíèöi, à
Φn(x) = (x − ε1) · · · (x − εφ(n)) � n-é ìíîãî÷ëåí ïîäiëó êðóãà. Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x) , (4.7)

çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ ëåãêî äîâîäèòüñÿ, ùî ìíîãî÷ëåí Φn(x) =
= xφ(n)+ · · · ìà¹ öiëi êîåôiöi¹íòè. Ñïðàâäi, íåõàé âñi ìíîãî÷ëåíè Φd(x)
ïðè d < n ìàþòü öiëi êîåôiöi¹íòè, à äëÿ

Φn(x) = xφ(n) + · · ·+ akx
k + · · ·

öå íå òàê, ïðè÷îìó ak ¹ ïåðøèì íåöiëèì êîåôiöi¹íòîì. Òîäi êîåôiöi¹íò
ïðè xn−φ(n)+k ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (4.7) áóäå öiëèì, à âiäïîâiäíèé
êîåôiöi¹íò ó ïðàâié ÷àñòèíi äîðiâíþâàòèìå l + ak, äå l � ÿêåñü öiëå
÷èñëî, ùî íåìîæëèâî.

Îñêiëüêè mi äiëèòü n, òî xmi − 1 äiëèòü xn − 1 i

xn − 1

xmi − 1
=

∏
d|nΦd(x)∏
d|mi

Φd(x)
= Φn(x) ·Ψi(x) ,
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äå ìíîãî÷ëåí Ψi(n) òàêîæ ìà¹ öiëi êîåôiöi¹íòè. Iç ðiâíîñòåé (4.7) i (4.6)
òåïåð âèïëèâà¹, ùî

Φn(q) ·
∏

d|n, d ̸=n

Φd(q) = qn − 1 = q − 1 +

r∑
i=1

Φn(q) ·Ψi(q) ,

çâiäêè

q − 1 = Φn(q) ·
( ∏
d|n, d ̸=n

Φd(q)−
r∑
i=1

Φn(q) ·Ψi(q)
)
.

Îòæå, Φn(q) | (q− 1), à òîìó |Φn(q)| ≤ q− 1. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî n > 1,
òî Φn(q) ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê Φn(q) =

∏
ε
(q − ε), äå ε ïðîáiãà¹ âñi

ïåðâiñíi êîðåíi ñòåïåíÿ ç 1.

&%
'$rhhhhhhhhhhhrrr

0 1 q

ε

Ðèñ. 6

Àëå |q− ε| > q− 1 (ðèñ. 6), òîìó ïðè n > 1 ìà¹ìî |Φn(q)| > q− 1. Îòæå,
n = 1 i K = Z(K) � ïîëå.

4.4 Çîáðàæåííÿ àëãåáð

Äàëi äî êiíöÿ öi¹¨ ãëàâè ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå ñêií÷åííîâèìiðíi àñîöià-

òèâíi àëãåáðè.

Îçíà÷åííÿ 4.4. Ëiíiéíèì çîáðàæåííÿì (àáî ïðîñòî çîáðàæåí-

íÿì) P -àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíèé ãîìîìîðôiçì âèãëÿäó
φ : A → EndV , a 7→ φa, äå V � ñêií÷åííîâèìiðíèé13 âåêòîðíèé ïðî-
ñòið íàä ïîëåì P . Ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó V íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðíi-

ñòþ àáî ñòåïåíåì çîáðàæåííÿ φ.

Ñóêóïíiñòü Kerφ òèõ åëåìåíòiâ àëãåáðè A, ÿêi ïðè çîáðàæåííi φ
ïåðåõîäÿòü ó íóëüîâå ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó V , íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì çî-
áðàæåííÿ φ. Î÷åâèäíî, ùî Kerφ ¹ äâîñòîðîííiì iäåàëîì àëãåáðè A.
13Äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð ðîçãëÿäàþòü i íåñêií÷åííîâèìiðíi çîáðàæåííÿ,

äëÿ ÿêèõ ïðîñòið V ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèì.
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Çîáðàæåííÿ, ïðè ÿêîìó êîæåí åëåìåíò àëãåáðè A ïåðåõîäèòü ó íó-
ëüîâå ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó V , íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíèì àáî íóëüî-
âèì. Çîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ òî÷íèì, ÿêùî âîíî ií'¹êòèâíå.

ßêùî ó ïðîñòîði V çàôiêñóâàòè äåÿêó áàçó e1, . . . , en, òî êîæíîìó
åëåìåíòó a àëãåáðè A ïðèðîäíî çiñòàâëÿ¹òüñÿ ìàòðèöÿ Ma ïåðåòâîðå-
ííÿ φa ó öié áàçi. Îñêiëüêè ïðè öüîìó MaMb = Mba, òî âiäîáðàæåííÿ
φ̂ : A →Mn(P ), a 7→ Ma, áóäå àíòèãîìîìîðôiçìîì àëãåáðè A ó ïîâ-
íó ìàòðè÷íó àëãåáðó Mn(P). Âiäîáðàæåííÿ φ̂ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì
çîáðàæåííÿì àëãåáðè A. Iç äðóãîãî áîêó, âiä ìàòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ
àëãåáðè çàâæäè ìîæíà ïåðåéòè äî ëiíiéíîãî, ÿêùî çàôiêñóâàòè äåÿêó
áàçó i äèâèòèñÿ íà ìàòðèöþ Ma ÿê íà ìàòðèöþ â öié áàçi ïåâíîãî ëiíié-
íîãî ïåðåòâîðåííÿ φa.

Çàóâàæåííÿ. 1. Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíi é ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ � öå
äâà áîêè îäíi¹¨ ìåäàëi, çàëåæíî âiä òîãî, ÷è ìè îïèñó¹ìî ëiíiéíi ïå-
ðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó V ó áåçêîîðäèíàòíié ôîðìi, ÷è ïðèâ'ÿçó¹ìîñÿ äî
êîíêðåòíî¨ áàçè. Ìàòðè÷íèé ïiäõiä çðó÷íiøèé ç îá÷èñëþâàëüíîãî ïî-
ãëÿäó, àëå âií ïîçáàâëåíèé ãåîìåòðè÷íî¨ íàî÷íîñòi é ìåíø iíâàðiàíòíèé.
Òîìó âàæëèâî íàâ÷èòèñü âiëüíî ïåðåõîäèòè, çàëåæíî âiä êîíêðåòíî¨ ìå-
òè, âiä îäíîãî òèïó çîáðàæåíü äî iíøîãî.

2. Òå, ùî ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ ¹ íå ãîìîìîðôiçìîì, à àíòèãîìîìîð-
ôiçìîì, íå ¹ iñòîòíèì, îñêiëüêè çàìiíèâøè ìàòðèöi Ma òðàíñïîíîâàíè-
ìè, îäåðæèìî âæå ãîìîìîðôiçì. Òîìó ÷àñòî ìàòðè÷íèìè çîáðàæåííÿ-
ìè àëãåáðè A ÷àñòî íàçèâàþòü ñàìå ãîìîìîðôiçìè âèãëÿäó A →Mn(P ).

Âèáèðàþ÷è ó ïðîñòîði V ðiçíi áàçè, ìè äëÿ îäíîãî é òîãî ñàìîãî ëi-
íiéíîãî çîáðàæåííÿ φ : A → EndV áóäåìî îòðèìóâàòè ðiçíi ìàòðè÷íi
çîáðàæåííÿ φ̂ : A →Mn(P ). Iç äðóãîãî áîêó, îäíà é òà ñàìà ìàòðèöÿ
â ðiçíèõ áàçàõ ïðîñòîðó V âiäïîâiäà¹ ðiçíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.
Çðîçóìiëî, ùî çîáðàæåííÿ, ÿêi ðîçðiçíÿþòüñÿ ëèøå âèáîðîì áàçè ïðî-
ñòîðó V , òðåáà â ïåâíîìó ñåíñi ââàæàòè îäíàêîâèìè. Öå ïðèâîäèòü äî
òàêîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.5. Äâà çîáðàæåííÿ φ′ : A → EndV ′ i φ′′ : A → EndV ′′

àëãåáðè A íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè àáî ïîäiáíèìè, ÿêùî iñíó¹
òàêèé içîìîðôiçì ψ : V ′ → V ′′ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ, ùî φ′

aψ = ψφ′′
a

äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A.

Äëÿ âiäïîâiäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî
a ∈ A âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü S ·M ′

a = M ′′
a · S, äå S � ìàòðèöÿ âiäîáðà-

æåííÿ ψ ó âiäïîâiäíèõ áàçàõ. Òàêèì ÷èíîì, åêâiâàëåíòíiñòü ëiíiéíèõ
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çîáðàæåíü φ′ i φ′′ îçíà÷à¹, ùî êîëè áàçè ïðîñòîðiâ V ′ i V ′′ âèáðàòè
óçãîäæåíèìè â òîìó ñåíñi, ùî áàçà ïðîñòîðó V ′′ ¹ îáðàçîì ïðè içîìîð-
ôiçìi ψ áàçè ïðîñòîðó V ′, òî äëÿ êîæíîãî a ∈ A ïåðåòâîðåííÿ φ′

a i φ
′′
a

áóäóòü çàïèñóâàòèñÿ â öèõ áàçàõ îäíàêîâèìè ìàòðèöÿìè.

Ïiäïðîñòið U ⊆ V íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ëiíiéíîãî çî-
áðàæåííÿ φ : A → EndV , ÿêùî φa(U) ⊆ U äëÿ âñiõ a ∈ A. ßêùî U ̸= V ,
òî ãîâîðÿòü ïðî âëàñíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið.

ßêùî U ⊆ V � iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið, òî äëÿ êîæíîãî a ∈ A
ìîæíà ðîçãëÿíóòè îáìåæåííÿ φa|U ïåðåòâîðåííÿ φa íà ïiäïðîñòið U .
Öå äà¹ ëiíiéíå çîáðàæåííÿ φ|U : A → EndU àëãåáðè A, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ
çâóæåííÿì çîáðàæåííÿ φ íà ïiäïðîñòið U àáî ïiäçîáðàæåííÿì çîáðà-
æåííÿ φ.

ßêùî ïðîñòið V ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó V = U ⊕W iíâàðiàí-
òíèõ ïiäïðîñòîðiâ U òà W , òî êàæóòü, ùî çîáðàæåííÿ φ : A → EndV
ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó çîáðàæåíü φ|U òà φ|W , i çàïèñóþòü

φ = φ|U
�
+ φ|W .

Ñåðåä óñiõ çîáðàæåíü àëãåáðè A îñîáëèâó ðîëü âiäiãðà¹ çîáðàæåííÿ,
ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì ðåãóëÿðíèì àáî ïðîñòî ðåãóëÿðíèì. Äëÿ öüîãî
ðîçãëÿíåìî A ÿê âåêòîðíèé ïðîñòið i êîæíîìó a ∈ A ïîñòàâèìî ó âiäïî-
âiäíiñòü òàê çâàíèé ïðàâèé çñóâ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòà a: λa : x 7→ xa.
Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî λa ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì ïðîñòîðó A, à
âiäîáðàæåííÿ a 7→ λa � ëiíiéíèì çîáðàæåííÿì àëãåáðè A.

Âïðàâà 4.6. Äîâåäiòü, ùî ïiäïðîñòið U ⊆ A àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè A
áóäå iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ðåãóëÿðíîãî çîáðàæåííÿ òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè U ¹ ïðàâèì iäåàëîì àëãåáðè A.

Òâåðäæåííÿ 4.6. Ðåãóëÿðíå çîáðàæåííÿ àëãåáðè ç îäèíèöåþ ¹
òî÷íèì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a ̸= b, òî

λa(1) = 1 · a = a ̸= b = 1 · b = λb(1) ,

à òîìó λa ̸= λb.

Íàñëiäîê 4.1. Äëÿ êîæíî¨ àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè iñíó¹ òî÷íå çîáðà-
æåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 4.1 êîæíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó A ìîæíà ðîç-
øèðèòè äî àëãåáðè A1 ç îäèíèöåþ. Ðîçãëÿíåìî ðåãóëÿðíå çîáðàæåííÿ
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λ àëãåáðè A1. Çà òâåðäæåííÿì 4.6 âîíî ¹ òî÷íèì. ßêùî òåïåð çîáðà-
æåííÿ λ îáìåæèòè íà ïiäàëãåáðó A, òî îäåðæèìî òî÷íå çîáðàæåííÿ
λ|A : A → EndA1 àëãåáðè A.

Íàñëiäêó 4.1 ìîæíà, âðàõîâóþ÷è éîãî äîâåäåííÿ, íàäàòè òàêîãî âè-
ãëÿäó.

Òåîðåìà 4.6 (Êåëi). Êîæíà n-âèìiðíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà A íàä ïî-
ëåì P içîìîðôíà äåÿêié ïiäàëãåáði ç Mk(P ), äå k ≤ n+ 1.

Òàêèì ÷èíîì, ïîâíi ìàòðè÷íi àëãåáðè âiäiãðàþòü ó òåîði¨ àëãåáð
ðîëü, àíàëîãi÷íó ðîëi ñèìåòðè÷íèõ ãðóï ó òåîði¨ ãðóï. Êðiì óñüîãî, ïiñëÿ
çàíóðåííÿ äàíî¨ àëãåáðè A â àëãåáðó Mk(P ) äëÿ äîñëiäæåííÿ A ìîæíà
âèêîðèñòàòè ïîòóæíèé àïàðàò ÷èñëåííÿ ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 4.6. Çîáðàæåííÿ φ : A → EndV íàçèâà¹òüñÿ íåçâiäíèì,
ÿêùî ïðîñòið V íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Íåõàé φ : A → EndV � çîáðàæåííÿ àëãåáðè A. Äëÿ äîâiëüíîãî
âåêòîðà v ∈ V ìíîæèíà Uv = {φa(v) | a ∈ A} áóäå iíâàðiàíòíèì ïiäïðî-
ñòîðîì çîáðàæåííÿ φ. ßêùî Uv = V , òî âåêòîð v íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íèì
(âiäíîñíî çîáðàæåííÿ φ). Iç îçíà÷åííÿ îäðàçó âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 4.7. Çîáðàæåííÿ φ : A → EndV áóäå íåçâiäíèì òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè êîæåí íåíóëüîâèé âåêòîð ¹ öèêëi÷íèì.

Íàãàäà¹ìî, ùî êðàòíi c·ε òîòîæíîãî ïåðåòâîðåííÿ ε íàçèâàþòüñÿ ãî-
ìîòåòiÿìè ïðîñòîðó V . Â îñíîâi áàãàòüîõ ìiðêóâàíü òåîði¨ çîáðàæåíü
ëåæèòü

Ëåìà 4.6 (Øóð). Íåõàé φ : A → EndV � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ êîì-
ïëåêñíî¨ àëãåáðè A. Ïåðåòâîðåííÿ ψ ∈ EndV êîìóòó¹ ç óñiìà ïåðå-
òâîðåííÿìè φa òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ψ � ãîìîòåòiÿ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ãîìîòåòiÿ êîìóòó¹ ç äîâiëüíèì ëiíiéíèì ïåðå-
òâîðåííÿì ïðîñòîðó. Òîìó äîâåäåííÿ âèìàãà¹ ëèøå íåîáõiäíiñòü óìîâè.

Íåõàé ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ψ êîìóòó¹ ç óñiìà φa. Ëiíiéíå ïåðåòâî-
ðåííÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòîðó çàâæäè ìà¹ âëàñíi âåêòîðè. Íåõàé v ̸= 0
� îäèí iç âëàñíèõ âåêòîðiâ ïåðåòâîðåííÿ ψ, à c � âiäïîâiäíå âëàñíå
÷èñëî. Ïåðåòâîðåííÿ µ = ψ − c ε òàêîæ êîìóòó¹ ç óñiìà φa. Òîìó äëÿ
äîâiëüíèõ u ∈ Kerµ òà a ∈ A ìà¹ìî

µ(φa(u)) = (φa · µ)(u) = (µ · φa)(u) = φa(µ(u)) = φa(0) = 0 .

Îòæå, φa(u) ∈ Kerµ, à òîìó Kerµ ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì çîáðà-
æåííÿ φ. Ïîçàÿê öå çîáðàæåííÿ íåçâiäíå i Kerµ ̸= 0 (áî v ∈ Kerµ), òî
Kerµ = V . Òîìó ψ − c ε = 0 i ψ = c ε.
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4.5 Ïðîñòi àëãåáðè

ßêùî àëãåáðà A ìà¹ âëàñíèé äâîñòîðîííié iäåàë I, òî â ïåâíîìó ñåíñi ¨¨
âèâ÷åííÿ ìîæíà çâåñòè äî âèâ÷åííÿ äâîõ �ìåíøèõ� àëãåáð: ïiäàëãåáðè I
òà ôàêòîðàëãåáðè A/I. Òîìó çðîçóìiëîþ ¹ âàæëèâiñòü òàêîãî ïîíÿòòÿ:

Îçíà÷åííÿ 4.7. Íåòðèâiàëüíà àëãåáðà, ÿêà íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ äâî-
ñòîðîííiõ iäåàëiâ, íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà àëãåáðà ç äiëåííÿì ¹ ïðîñòîþ. Ìåíø òðèâiàëü-
íèé ïðèêëàä äà¹

Òåîðåìà 4.7. Àëãåáðà Mn(P ) ¹ ïðîñòîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé I ⊆Mn(P ) � íåíóëüîâèé iäåàë i A = (aij) � íåíóëüî-
âà ìàòðèöÿ ç I. ×åðåç Eij ïîçíà÷èìî ìàòðè÷íó îäèíèöþ � ìàòðèöþ, ó
ÿêié íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà i j-ãî ñòîâïöÿ ñòî¨òü 1, à ðåøòà åëåìåíòiâ �
íóëi. Íåõàé akl ̸= 0. Iç ðiâíîñòåé

1

akl
EkkAEll = Ekl i EikEklElj = Eij

âèïëèâà¹, ùî iäåàë J ìiñòèòü óñi ìàòðè÷íi îäèíèöi. Ïîçàÿê êîæíà ìà-
òðèöÿ B = (bij) ðîçêëàäà¹òüñÿ â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ B =

∑
ij bijEij

ìàòðè÷íèõ îäèíèöü, òî J ìiñòèòü óñi ìàòðèöi, à òîìó çáiãà¹òüñÿ ç
Mn(P ).

Ïiçíiøå ìè ïîáà÷èìî (òåîðåìà 4.11), ùî ó âèïàäêó ïîëÿ êîìïëåêñíèõ
÷èñåë öèì ïðèêëàäîì (iç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó) âè÷åðïóþòüñÿ âñi
ñêií÷åííîâèìiðíi ïðîñòi àëãåáðè.

Âïðàâà 4.7. Êîæíå íåíóëüîâå çîáðàæåííÿ ïðîñòî¨ àëãåáðè ¹ òî÷íèì.
(Âêàçiâêà. ßäðî çîáðàæåííÿ ¹ iäåàëîì.)

Òåîðåìà 4.8. Äëÿ êîæíî¨ ïðîñòî¨ ñêií÷åííîâèìiðíî¨ àëãåáðè A iñíó¹
òî÷íå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Çi ñêií÷åííîâèìiðíîñòi ðåãóëÿðíîãî çîáðàæåííÿ âèïëèâà¹
iñíóâàííÿ äëÿ òàêîãî çîáðàæåííÿ ìiíiìàëüíèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòî-
ðiâ. Íåõàé φ : A → EndV � çâóæåííÿ ðåãóëÿðíîãî çîáðàæåííÿ íà îäèí
iç òàêèõ ïiäïðîñòîðiâ. Çãiäíî iç âïðàâîþ 4.7 äîñèòü ïîêàçàòè, ùî çîáðà-
æåííÿ φ ¹ íåíóëüîâèì. À äëÿ öüîãî, ó ñâîþ ÷åðãó, äîñèòü ïîêàçàòè, ùî
bA = {ba | a ∈ A} ̸= 0 äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî b ∈ V .

Ïðèïóñòèìî, ùî bA = 0. Òîäi Ab ¹ äâîñòîðîííiì iäåàëîì. Iç ïðîñòîòè
A âèïëèâà¹, ùî àáî Ab = 0, àáî Ab = A. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìíîæèíà
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I = {αb | α ∈ P} ¹ äâîñòîðîííiì iäåàëîì, à òîìó, óíàñëiäîê ïðîñòîòè
A, I = A. Àëå òîäi A2 = 0, òîáòî àëãåáðà A ¹ òðèâiàëüíîþ. ßêùî æ
Ab = A, òî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ A ìà¹ìî

xy = x1b · y1b = x1 · by1 · b = x1 · 0 · b = 0 .

Îòæå, i â öüîìó âèïàäêó A2 = 0. Òàêèì ÷èíîì, â îáîõ âèïàäêàõ ïðèõî-
äèìî äî ñóïåðå÷íîñòi ç ïðîñòîòîþ àëãåáðè A.

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ àëãåáð òî÷íèõ íåçâiäíèõ çîáðàæåíü ìî-
æå é íå iñíóâàòè. Áiëüøå òîãî, ó íàéâàæëèâiøîìó âèïàäêó ïîëÿ êîìï-
ëåêñíèõ ÷èñåë òî÷íi íåçâiäíi çîáðàæåííÿ ìàþòü ëèøå ïðîñòi àëãåáðè
(äèâ. äàëi íàñëiäîê 4.4).

Çàôiêñó¹ìî äåÿêå òî÷íå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ φ̃ : A → EndV ïðîñòî¨
àëãåáðè A.

Òåîðåìà 4.9. Íåõàé Φ:A→EndA �ïðàâå ðåãóëÿðíå çîáðàæåííÿ ïðî-
ñòî¨ àëãåáðè A, à I � éîãî ìiíiìàëüíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið. Òîäi

a) çâóæåííÿ Φ(I) çîáðàæåííÿ Φ íà ïiäïðîñòið I åêâiâàëåíòíå çî-
áðàæåííþ φ̃;

b) ïiäïðîñòið I (ÿêùî éîãî ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäàëãåáðó àëãåáðè A)
ìiñòèòü ëiâó îäèíèöþ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò a ∈ I. Ïîçàÿê
çîáðàæåííÿ φ̃ òî÷íå, òî φ̃a ̸= 0. Òîìó iñíó¹ òàêèé åëåìåíò w ∈ A, ùî
φ̃a(w) ̸= 0. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

ψ : I → V, u 7→ φ̃u(w).

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ëiíiéíèì. ßêùî u ∈ Kerψ,
òî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ A ìà¹ìî:

φ̃u·x(w) = φ̃x(φ̃u(w)) = φ̃x(0) = 0.

À òîìó åëåìåíò u · x = Φx(u) òàêîæ íàëåæèòü Kerψ. Îòæå, Kerψ ¹ ií-
âàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì çîáðàæåííÿ Φ. Îñêiëüêè a ̸∈ Kerψ, Kerψ ⊂ I
i I ¹ ìiíiìàëüíèì iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì, òî Kerψ = {0}. Ç iíøîãî
áîêó, ïîçàÿê äëÿ äîâiëüíîãî b ∈ A

φ̃b(φ̃a(w)) = φ̃ab(w) = φ̃Φb(a)(w),

òî ψ(I) ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì çîáðàæåííÿ φ̃, ïðè÷îìó íåíóëüî-
âèì. Iç íåçâiäíîñòi φ̃ âèïëèâà¹, ùî ψ(I) = V .
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Îòæå, âiäîáðàæåííÿ ψ : I → V ¹ içîìîðôiçìîì. Êðiì òîãî, äëÿ
äîâiëüíîãî b ∈ A äiàãðàìà

I
Φ

(I)
b−−−−→ I

ψ

y yψ
V

φ̃b−−−−→ V

êîìóòàòèâíà, áî äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ I

ψ(Φ
(I)
b (u)) = ψ(ub) = φ̃ub(w) = φ̃b(φ̃u(w)) = φ̃b(ψ(u)).

Òàêèì ÷èíîì, ïåðøà ÷àñòèíà òåîðåìè äîâåäåíà. Äëÿ äîâåäåííÿ äðó-
ãî¨ ÷àñòèíè çàóâàæèìî, ùî iç ñþð'¹êòèâíîñòi âiäîáðàæåííÿ ψ âèïëèâà¹
iñíóâàííÿ òàêîãî åëåìåíòà e ∈ I, ùî ψ(e) = φ̃e(w) = w. Òîäi äëÿ äîâiëü-
íîãî u ∈ I

ψ(eu) = φ̃eu(w) = φ̃u(φ̃e(w)) = φ̃u(w) = ψ(u).

Ïîçàÿê ψ � içîìîðôiçì, òî eu = u. Îòæå, e ¹ ëiâîþ îäèíèöåþ ïiä-
àëãåáðè I.

Iç ïåðøî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè 4.9 îäðàçó âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 4.2. Óñi òî÷íi íåçâiäíi çîáðàæåííÿ ïðîñòî¨ àëãåáðè åêâiâà-
ëåíòíi.

Òåîðåìà 4.10. Ïðàâå ðåãóëÿðíå çîáðàæåííÿ ïðîñòî¨ àëãåáðè A ¹ ïðÿ-
ìèì êðàòíèì ¨¨ òî÷íîãî íåçâiäíîãî çîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Óðàõîâóþ÷è òåîðåìó 4.9 i íàñëiäîê ç íå¨, äîñèòü ïîêàçàòè,
ùî àëãåáðà A ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó I1⊕· · ·⊕Im ìiíiìàëüíèõ iíâà-
ðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðàâîãî ðåãóëÿðíîãî çîáðàæåííÿ Φ : A → EndA.

Çà ïåðøèé äîäàíîê I1 ìîæåìî âçÿòè äîâiëüíèé ìiíiìàëüíèé iíâàði-
àíòíèé ïiäïðîñòið àëãåáðè A. Çà òåîðåìîþ 4.9 âií (ÿê ïiäàëãåáðà àëãå-
áðè A) ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäíó ëiâó îäèíèöþ e1.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî âæå çíàéäåíi òàêi ìiíiìàëüíi iíâàðiàíòíi ïiä-
ïðîñòîðè I1, . . . , Ik, ùî ¨õ ñóìà Jk = I1 + · · · + Ik ¹ ïðÿìîþ. ßêùî
Jk = A, òî òåîðåìó âæå äîâåäåíî. Ó ïðîòèâíîìó ðàçi çàóâàæèìî, ùî Jk
¹ ïðàâèì iäåàëîì àëãåáðè A (âïðàâà 4.6), i ïðèïóñòèìî, ùî öåé iäåàë
ìiñòèòü ëiâó îäèíèöþ ek. Ìíîæèíà J ′

k = {a ∈ A | eka = 0} ¹ iíâàði-
àíòíèì ïiäïðîñòîðîì çîáðàæåííÿ Φ i ìà¹ ç Jk íóëüîâèé ïåðåòèí. Êðiì
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òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A ìà¹ìî (a− eka) ∈ J ′
k, ïðè÷îìó ÿêùî a ̸∈ Jk,

òî é (a− eka) ̸∈ Jk. Çîêðåìà, a− eka ̸= 0.
Îòæå, ïiäïðîñòið J ′

k ¹ íåíóëüîâèì. Òîìó â íüîìó ìîæíà âèáðàòè
ìiíiìàëüíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið Ik+1. Ïîçàÿê Jk ∩ Ik+1 = 0, òî
ñóìà

Jk+1 = Jk + Ik+1 = I1 + · · ·+ Ik + Ik+1

áóäå ïðÿìîþ. Êðiì òîãî, iäåàë Jk+1 òàêîæ ìiñòèòü ëiâó îäèíèöþ. Ñïðàâ-
äi, íåõàé e′ � ëiâà îäèíèöÿ iäåàëó Ik+1 (âîíà iñíó¹ çà òåîðåìîþ 4.9).
Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò ek+1 = ek + e′ − e′ek. Çàóâàæèìî, ùî ekb = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî b ∈ Ik+1. Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî a1 + a2, äå a1 ∈ Jk, a∈Ik+1,
ìà¹ìî

ek+1(a1 + a2) = (ek + e′ − e′ek)(a1 + a2) =

= eka1 + eka2 + e′a1 + e′a2 − e′eka1 − e′eka2 = a1 + a2.

Òàêèì ÷èíîì, äî ñóìè Jk+1 = I1⊕· · ·⊕Ik⊕Ik+1 ìè çíîâó ìîæåìî çàñòîñó-
âàòè íàøó êîíñòðóêöiþ. Îñêiëüêè àëãåáðàA ¹ ñêií÷åííîâèìiðíîþ, òî íà
ÿêîìóñü êðîöi ïðîöåñ çàâåðøèòüñÿ é îäåðæèìî ðîçêëàä A = I1⊕· · ·⊕Im
àëãåáðè A â ïðÿìó ñóìó ìiíiìàëüíèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Òâåðäæåííÿ 4.8. Êîæíà ïðîñòà àëãåáðà ìà¹ îäèíèöþ.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéA� ïðîñòà àëãåáðà. Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.10 âèïëè-
âà¹, ùî A ìà¹ ëiâó îäèíèöþ e. Ðîçãëÿíåìî òî÷íå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ
φ : A → EndV àëãåáðè A. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ a ∈ A i v ∈ V ìà¹ìî:

φa(φe(v)− v) = φea(v)− φa(v) = φea−a(v) = φ0(v) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà U = {φe(v)− v | v ∈ V } ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðî-
ñòîðîì, íà ÿêîìó àëãåáðà A äi¹ òðèâiàëüíî. Iç íåçâiäíîñòi çîáðàæåííÿ
φ âèïëèâà¹, ùî U = 0. Àëå òîäi φe ¹ òîòîæíèì ïåðåòâîðåííÿì ïðîñòîðó
i äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A áóäå

φa = φaφe = φea = φeφa = φae.

Iç òî÷íîñòi çîáðàæåííÿ φ òåïåð âèïëèâà¹, ùî a = ea = ae. Îòæå, e ¹
äâîñòîðîííüîþ îäèíèöåþ.

Òåîðåìà 4.11. Êîæíà ñêií÷åííîâèìiðíà ïðîñòà àëãåáðà íàä ïîëåì C
içîìîðôíà àëãåáði âñiõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü äåÿêîãî ñêií÷åííîâèìið-
íîãî ïðîñòîðó íàä C.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ : A → EndV � äåÿêå òî÷íå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ
ïðîñòî¨ êîìïëåêñíî¨ àëãåáðè A. Ðîçãëÿíåìî îáðàç Ã = {φa | a ∈ A}
àëãåáðè A ïðè öüîìó çîáðàæåííi. Iç íåçâiäíîñòi çîáðàæåííÿ φ i ëåìè
Øóðà âèïëèâà¹, ùî êîìóòàòîð

Ã′ = {ψ ∈ EndV | ψφa = φaψ äëÿ âñiõ a ∈ A}

àëãåáðè Ã çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ãîìîòåòié c ε : v 7→ cv ïðîñòî-
ðó V . Ïîçàÿê ãîìîòåòi¨ êîìóòóþòü ç óñiìà ïåðåòâîðåííÿìè, òî äðóãèé
êîìóòàòîð

Ã′′ = {µ ∈ EndV | ψµ = µψ äëÿ âñiõ ψ ∈ Ã′}

çáiãà¹òüñÿ ç EndV . Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî
Ã′′ çáiãà¹òüñÿ ç Ã.

Ëåìà 4.7. Íåõàé A � àëãåáðà ç îäèíèöåþ e i Ar òà Al � îáðàçè A
âiäïîâiäíî ïðè ïðàâîìó a 7→ λa (äå λa : x 7→ xa) òà ëiâîìó a 7→aλ
(äå aλ : x 7→ ax) ðåãóëÿðíèõ çîáðàæåííÿõ, à A′

r i A′
l � êîìóòàòîðè

öèõ àëãåáð ÿê ïiäàëãåáð àëãåáðè EndA. Òîäi A′
l = Ar i A′

r = Al.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê äëÿ äîâiëüíèõ a, b, x ∈ A ìà¹ìî

(aλ · λb)(x) = (ax)b = a(xb) = (λb · aλ)(x) ,

òî A′
l ⊇ Ar i A′

r ⊇ Al. Äîâåäåìî òåïåð âêëþ÷åííÿ A′
l ⊆ Ar (âêëþ÷åí-

íÿ A′
r ⊆ Al äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi ψ ∈ A′
l òà a, x ∈ A. Òîäi

ψ(ax) = ψ(aλ(x)) = aλ(ψ(x)) = a · ψ(x).

Ïîêëàâøè â öié ðiâíîñòi x = e, îòðèìà¹ìî ψ(a) = a · ψ(e). Îñêiëüêè
åëåìåíò a äîâiëüíèé, òî ψ = λψ(e). Îòæå, ψ ∈ Ar i A′

l ⊆ Ar.

Âèáåðåìî â ïðîñòîði V áàçó e1, . . . , en i ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ta ìà-
òðèöþ ïåðåòâîðåííÿ λa : x 7→ xa â öié áàçi. Çà òåîðåìîþ 4.10 ìîæíà
ââàæàòè, ùî ïðàâå ðåãóëÿðíå çîáðàæåííÿ àëãåáðè A ¹ ïðÿìèì êðàòíèì
¨¨ çîáðàæåííÿ φ : A → EndV . Íåõàé A = I1 ⊕ · · · ⊕ Im � ðîçêëàä àë-
ãåáðè A â ïðÿìó ñóìó ìiíiìàëüíèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðàâîãî
ðåãóëÿðíîãî çîáðàæåííÿ. Òîäi â êîæíîìó ç ïiäïðîñòîðiâ Ik, 1 ≤ k ≤ m,
ìîæíà âèáðàòè òàêó áàçó f (k)

1 , . . . , f (k)
n , ùî ïåðåòâîðåííÿ λa : x 7→ xa

ìàòèìå â áàçi
f
(1)
1 , f

(1)
2 , . . . , f (1)

n , f
(2)
1 , . . . , f (m)

n (4.8)
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ìàòðèöþ

Ma =


Ta 0 · · · 0
0 Ta · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Ta

 .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàòðèöÿ

P =

P11 · · · P1m

...
. . .

...
Pm1 . . . Pmm

 (4.9)

áóäå êîìóòóâàòè ç ìàòðèöåþ Ma òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êîæåí áëîê Pij
áóäå êîìóòóâàòè ç ìàòðèöåþ Ta. Òîìó P áóäå êîìóòóâàòè ç óñiìà ìàòðè-
öÿìè Ma (òîáòî ïåðåòâîðåííÿ ç ìàòðèöåþ P áóäå íàëåæàòè A′

r) òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè êîæåí áëîê Pij áóäå êîìóòóâàòè ç óñiìà ìàòðèöÿìè Ta.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïåðåòâîðåííÿ µ ∈ Ã′′. Íåõàé Q � éîãî ìàòðèöÿ â
áàçi e1, . . . , en. ßêùî ìàòðèöÿ (4.9) ¹ ìàòðèöåþ ïåðåòâîðåííÿ ç A′

r, òî
Q áóäå êîìóòóâàòè ç óñiìà ¨¨ áëîêàìè Pij . À òîìó ìàòðèöÿ

Q∗ =


Q 0 · · · 0
0 Q · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Q


áóäå êîìóòóâàòè ç P , òîáòî Q∗ ¹ ìàòðèöåþ â áàçi (4.8) äåÿêîãî ïåðå-
òâîðåííÿ µ∗ iç äðóãîãî êîìóòàòîðà A′′

r àëãåáðè Ar. Ïîçàÿê çà òâåðäæå-
ííÿì 4.8 àëãåáðà A ìà¹ îäèíèöþ, òî ç ëåìè âèïëèâà¹, ùî A′

r = Al i
A′′
r = A′

l = Ar. Òîìó µ∗ çáiãà¹òüñÿ ç λb äëÿ äåÿêîãî b ∈ A. Àëå òîäi Q ¹
ìàòðèöåþ (â áàçi e1, . . . , en) ïåðåòâîðåííÿ φb äëÿ öüîãî æ åëåìåíòà b.
Îòæå, µ = φb.

Òàêèì ÷èíîì, Ã′′ ⊆ Ã. Îñêiëüêè Ã ⊆ EndV , à Ã′′ = EndV , òî
Ã = EndV , ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ïîçàÿê àëãåáðà âñiõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü n-âèìiðíîãî ïðîñòîðó íàä
C içîìîðôíà ïîâíié ìàòðè÷íié àëãåáði Mn(C), òî ç òåîðåì 4.7 i 4.11
îäðàçó âèïëèâà¹ òàêèé

Íàñëiäîê 4.3. Êîìïëåêñíà ñêií÷åííîâèìiðíà àëãåáðà áóäå ïðîñòîþ
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà içîìîðôíà äåÿêié ïîâíié ìàòðè÷íié àë-
ãåáði Mn(C).
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Çàóâàæèìî, ùî â äîâåäåííÿõ òåîðåì 4.9, 4.10, 4.11 i òâåðäæåííÿ 4.8
ôàêòè÷íî âèêîðèñòîâóâàëàñü íå ïðîñòîòà àëãåáðè A, à ëèøå òîé ôàêò,
ùî A ìàëà òî÷íå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ. Ðàçîì iç òåîðåìîþ 4.7 öå îäðà-
çó äà¹

Íàñëiäîê 4.4. Êîæíà êîìïëåêñíà ñêií÷åííîâèìiðíà àëãåáðà, ÿêà ìà¹
òî÷íå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ, ¹ ïðîñòîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó ïîëÿ C iñíóâàííÿ òî÷íîãî íåçâiäíîãî çîáðà-
æåííÿ ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ âëàñòèâiñòþ ïðîñòèõ àëãåáð.

Òåîðåìà 4.11 áóëà äîâåäåíà â êiíöi ÕIÕ ñò. íåçàëåæíî Ìîëiíèì, Ôðî-
áåíióñîì òà Å.Êàðòàíîì. Ó 1907 ð. Âåääåðáàðí óçàãàëüíèâ ¨¨ íà ñêií÷åí-
íîâèìiðíi àñîöiàòèâíi àëãåáðè íàä äîâiëüíèì ïîëåì.

Òåîðåìà 4.12 (Âåääåðáàðí). Êîæíà ñêií÷åííîâèìiðíà àñîöiàòèâíà
ïðîñòà àëãåáðà íàä ïîëåì P içîìîðôíà àëãåáði âñiõ ëiíiéíèõ ïåðåòâî-
ðåíü äåÿêîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó V íàä äåÿêèì òiëîì D. Ïðè
öüîìó òiëî D ¹ ñêií÷åííîâèìiðíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì P i âèçíà÷åíå ç
òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó, à ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó V íàä D âèçíà÷åíà
îäíîçíà÷íî.

Ïîçàÿê ¹äèíîþ ñêií÷åííîâèìiðíîþ àëãåáðîþ ç äiëåííÿì íàä ïîëåì
C ¹ ñàì�å ïîëå C (äèâ. çàäà÷ó 22), òî òåîðåìà 4.11 ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì
òåîðåìè Âåääåðáàðíà.

4.6 Íàïiâïðîñòi àëãåáðè

Îçíà÷åííÿ 4.8. Àëãåáðà A íàçèâà¹òüñÿ íàïiâïðîñòîþ, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî 0 ̸= a ∈ A iñíó¹ òàêå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ φ : A → EndV
àëãåáðè A, ùî φa ̸= 0.

Âïðàâà 4.8. Äîâåäiòü, ùî àëãåáða A áóäå íàïiâïðîñòîþ òîäi é ëè-
øå òîäi, êîëè ïåðåòèí óñiõ ìàêñèìàëüíèõ äâîñòîðîííiõ iäåàëiâ áóäå
íóëüîâèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ïðîñòà àëãåáðà ¹ íàïiâïðîñòîþ.

Òâåðäæåííÿ 4.9. Ïðÿìà ñóìà A = A1 ⊕ · · · ⊕ Ak ïðîñòèõ àëãåáð A1,
. . . , Ak ¹ íàïiâïðîñòîþ àëãåáðîþ.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 4.8 äëÿ êîæíî¨ ïðîñòî¨ àëãåáðè iñíó¹ òî÷íå
íåçâiäíå çîáðàæåííÿ. Íåõàé φ(i) : Ai → EndVi � òî÷íå íåçâiäíå çîáðà-
æåííÿ àëãåáðè Ai, i = 1, . . . , k. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

φ̃(i) : A → EndVi , (a1, . . . , ak) 7→ φ(i)
ai (i = 1, . . . , k) .
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Î÷åâèäíî, ùî êîæíå ç âiäîáðàæåíü φ̃(i) ¹ çîáðàæåííÿì àëãåáðè A, ïðè-
÷îìó íåçâiäíèì. Êðiì òîãî, ÿêùî a = (a1, . . . , ak) ̸= 0, òî iñíó¹ òàêå i,
ùî ai ̸= 0. Àëå òîäi φ̃(i)(a) = φ

(i)
ai ̸= 0.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó àëãåáðàìè ç òâåðäæåííÿ
4.9 âè÷åðïóþòüñÿ âñi íàïiâïðîñòi àëãåáði. Äîâåäåííÿ öüîãî âàæëèâîãî
ôàêòó i ¹ ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó.

Ðÿä ïiäàëãåáð

0 = A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An−1 ⊆ An = A (4.10)

àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì ðÿäîì àëãåáðè A, ÿêùî äëÿ êîæíî-
ãî n > k ≥ 0 ïiäàëãåáðà Ak ¹ äâîñòîðîííiì iäåàëîì ïiäàëãåáðè Ak+1.
Íîðìàëüíèé ðÿä, ó ÿêîìó äëÿ êîæíîãî n > k ≥ 0 ïiäàëãåáðà Ak ¹ ìàê-
ñèìàëüíèì äâîñòîðîííiì iäåàëîì ïiäàëãåáðè Ak+1, íàçèâà¹òüñÿ êîìïî-
çèöiéíèì. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîìïîçèöiéíîãî ðÿäó âñi âêëþ÷åííÿ â
(4.10) ¹ ñòðîãèìè14.

Åëåìåíò a íàçèâà¹òüñÿ íiëüïîòåíòíèì (àáî íiëüåëåìåíòîì), ÿêùî
äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ak = 0.

Òâåðäæåííÿ 4.10. Ó íàïiâïðîñòié àëãåáði A äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâî-
ãî åëåìåíòà a iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b, ùî äîáóòîê ab íå ¹ íiëüåëåìåí-
òîì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a ̸= 0, òî iñíó¹ òàêå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ
φ : A → EndV , ùî φa ̸= 0. Âiçüìåìî âåêòîð v ̸= 0, äëÿ ÿêîãî
φa(v) = u ̸= 0. Ïîçàÿê U = {φa(u) | a ∈ A} ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì
çîáðàæåííÿ φ, òî U = V . Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b ∈ A, ùî φb(u) = v.
Àëå òîäi φab(v) = v i äëÿ äîâiëüíîãî k φ(ab)k(v) = v. Òîìó (ab)k ̸= 0
äëÿ âñiõ k.

Òåîðåìà 4.13. Íîðìàëüíèé ðÿä íàïiâïðîñòî¨ àëãåáðè íå ìiñòèòü íå-
íóëüîâèõ òðèâiàëüíèõ àëãåáð.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

0 = A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An−1 ⊆ An = A

� íîðìàëüíèé ðÿä íàïiâïðîñòî¨ àëãåáðè A. Ìîæíà ââàæàòè, ùî A1 ̸= 0,
i äîñèòü ïîêàçàòè, ùî àëãåáðà A1 ¹ íåòðèâiàëüíîþ. Íåõàé a ∈ A1 r {0},
14Î÷åâèäíî, ùî â ñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáðàõ êîìïîçèöiéíi ðÿäè iñíóþòü çàâæäè.

Äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð öå íå òàê.
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à åëåìåíò b ∈ A òàêèé, ùî äîáóòîê ab íå ¹ íiëüåëåìåíòîì (òàêèé b iñíó¹
çà òâåðäæåííÿì 4.10). Ïîçàÿê a íàëåæèòü óñiì ïiäàëãåáðàì Ak (k > 0)
i Ak ¹ iäåàëîì â Ak+1, òî äëÿ êîæíîãî c ∈ Ak+1 åëåìåíò cac íàëåæèòü
Ak. Çâiäñè îäðàçó âèïëèâà¹, ùî

b · a · b ∈ An−1, (ba)3b = bab · a · bab ∈ An−2,

(ba)7b = (ba)3b · a · (ba)3b ∈ An−3, . . .

. . . , (ba)2
n−1−1b = (ba)2

n−2−1b · a · (ba)2
n−2−1b ∈ A1 .

Àëå a · (ba)2n−1−1b = (ab)2
n−1 ̸= 0.

Íàñëiäîê 4.5. Êîæåí íåíóëüîâèé iäåàë íàïiâïðîñòî¨ àëãåáðè A ¹ íå-
òðèâiàëüíîþ àëãåáðîþ.

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.9 i òîãî, ùî êîæåí iäåàë I ¹ ÷ëåíîì
íîðìàëüíîãî ðÿäó 0 ⊆ I ⊆ A.

Òåîðåìà 4.14. Êîæíà íàïiâïðîñòà àëãåáðà A ìiñòèòü îäèíèöþ i ðîç-
êëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó ñâî¨õ äâîñòîðîííiõ iäåàëiâ, êîæåí iç ÿêèõ ¹
ïðîñòîþ àëãåáðîþ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íàì çíàäîáëÿòüñÿ äâi ëåìè.

Ëåìà 4.8. ßêùî 0 ⊂ A1 ⊆ A2 ⊆ A � íîðìàëüíèé ðÿä i ïiäàëãåáðà A1

¹ ïðîñòîþ, òî A1 ¹ äâîñòîðîííiì iäåàëîì àëãåáðè A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé e � îäèíèöÿ àëãåáðè A1 (âîíà iñíó¹ çà òâåðäæåí-
íÿì 4.8). Ïîçàÿê e ∈ A2, òî ae ∈ A2 äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A. Òîìó äëÿ
äîâiëüíèõ a ∈ A i b ∈ A1 ìà¹ìî: a · b = a · eb = ae · b ∈ A1 .

Âêëþ÷åííÿ b · a ∈ A1 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ëåìà 4.9. Íåõàé àëãåáðà A ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó äâîõ äâîñòî-
ðîííiõ iäåàëiâ: A = I ⊕ J . ßêùî iäåàë I � ìàêñèìàëüíèé, òî àëãåáðà J
íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ äâîñòîðîííiõ iäåàëiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé J1 � íåòðèâiàëüíèé äâîñòîðîííié iäåàë ó J . Òîäi
I + J1 áóäå äâîñòîðîííiì iäåàëîì àëãåáðè A, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ñòðî-
ãi âêëþ÷åííÿ A ⊃ I + J1 ⊃ I. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíèõ a + b ∈ I ⊕ J òà
a1 + b1 ∈ I + J1

(a+ b)(a1 + b1) = (aa1 + ab1 + ba1) + bb1 ∈ I + J1 ,

i, àíàëîãi÷íî, (a1 + b1)(a+ b) ∈ I + J1. À öå ñóïåðå÷èòü ìàêñèìàëüíîñòi
iäåàëó I.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.14. Íåõàé

0 = A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An−1 ⊂ An = A

� êîìïîçèöiéíèé ðÿä àëãåáðè A. Iíäóêöi¹þ çà k äîâåäåìî, ùî äëÿ êîæ-
íîãî k àëãåáðà Ak ìiñòèòü îäèíèöþ é ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó ñâî¨õ
äâîñòîðîííiõ iäåàëiâ, êîæåí iç ÿêèõ ¹ ïðîñòîþ àëãåáðîþ (ïðè k = n öå
äàñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè).

Çà îçíà÷åííÿì êîìïîçèöiéíîãî ðÿäó àëãåáðà A1 íå ìà¹ âëàñíèõ äâî-
ñòîðîííiõ iäåàëiâ, à çà òåîðåìîþ 4.13 âîíà ¹ íåòðèâiàëüíîþ. Îòæå, âîíà
¹ ïðîñòîþ i (ÿê ïðîñòà àëãåáðà) ìiñòèòü îäèíèöþ. Öå äà¹ áàçó iíäóêöi¨.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî k < n òâåðäæåííÿ âæå äîâåäåíå. Òîäi
ïiäàëãåáðà Ak ìiñòèòü îäèíèöþ. Çà òâåðäæåííÿì 4.2 iñíó¹ òàêèé äâî-
ñòîðîííié iäåàë J àëãåáðè Ak+1, ùî Ak+1 = Ak⊕J . Ïîçàÿê Ak ¹ ìàêñè-
ìàëüíèì iäåàëîì âAk+1, òî çà ëåìîþ 4.9 àëãåáðà J íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ
äâîñòîðîííiõ iäåàëiâ. Ç iíøîãî áîêó, àëãåáðà J ¹ ÷ëåíîì íîðìàëüíîãî
ðÿäó 0 ⊂ J ⊆ Ak+1 ⊆ A, à òîìó çà òåîðåìîþ 4.13 ¹ íåòðèâiàëüíîþ.
Îòæå, àëãåáðà J ¹ ïðîñòîþ.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ àëãåáðà Ak ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó
Ak =

⊕
m
Jm ñâî¨õ äâîñòîðîííiõ iäåàëiâ, êîæåí iç ÿêèõ ¹ ïðîñòîþ àëãå-

áðîþ. Iç íîðìàëüíîñòi ðÿäó 0 ⊂ Jm ⊆ Ak ⊆ Ak+1 i ëåìè 4.8 âèïëèâà¹,
ùî êîæíà ïiäàëãåáðà Jm áóäå iäåàëîì i â Ak+1. Öå îäðàçó äà¹ é ðîç-
êëàä àëãåáðè Ak+1 ó ïðÿìó ñóìó Ak+1 = J ⊕

⊕
m
Jm ñâî¨õ äâîñòîðîííiõ

iäåàëiâ, êîæåí iç ÿêèõ ¹ ïðîñòîþ àëãåáðîþ.
Íàðåøòi, iç òâåðäæåííÿ 4.1 i òîãî, ùî ïðîñòà àëãåáðà ìà¹ îäèíèöþ,

âèïëèâà¹ íàÿâíiñòü îäèíèöi i â àëãåáði Ak+1. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ
iíäóêöiéíîãî êðîêó.

Iç òåîðåìè 4.14 i òâåðäæåííÿ 4.9 îäåðæó¹ìî òàêèé

Íàñëiäîê 4.6. Àëãåáðà áóäå íàïiâïðîñòîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà
ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó ïðîñòèõ àëãåáð.

Ó âèïàäêó êîìïëåêñíèõ àëãåáð, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 4.11, íàñëiäîê
4.6 ìîæíà óòî÷íèòè.

Íàñëiäîê 4.7. Êîìïëåêñíà àëãåáðà áóäå íàïiâïðîñòîþ òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè âîíà içîìîðôíà äåÿêié àëãåáði âèãëÿäó Mn1

(C)⊕· · ·⊕Mnk
(C).

4.7 Çàäà÷i

1. a) Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà 2M âñiõ ïiäìíîæèí ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè M
¹ êîìóòàòèâíèì àñîöiàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ, ÿêùî çà äîäàâàííÿ
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âçÿòè ñèìåòðè÷íó ðiçíèöþ A△B := (ArB) ∪ (B rA) ïiäìíîæèí, à
çà ìíîæåííÿ � ïåðåòèí ïiäìíîæèí.

b) Äîâåäiòü, ùî êiëüöå 2M ìîæíà ïåðåòâîðèòè â àëãåáðó íàä ïîëåì Z2,
ÿêùî ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè âèçíà÷èòè ïðàâèëîì 0 ·A = ∅, 1 ·A = A.

2. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðó ìàòðèöü ìîæíà çàäàâàòè â áàçi ç ìàòðè÷íèõ �îäè-
íè÷îê� eij òàêèì ïðàâèëîì ìíîæåííÿ: eij · ekl = δjkeil.

3. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðà P [x] ìíîãî÷ëåíiâ içîìîðôíà íàïiâãðóïîâié àëãåáði
P [S] âiëüíîãî ìîíî¨äà S = {x}∗.

4. Äîâåäiòü, ùî â àëãåáði P [[x]] ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ âiä çìiííî¨
x åëåìåíò áóäå îáîðîòíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè éîãî âiëüíèé ÷ëåí íå
äîðiâíþ¹ 0.

5. ßêi ñåðåä íàñòóïíèõ C-àëãåáð áóäóòü içîìîðôíèìè: A1 = C⊕ C,
A2 = C[x], A3 = C[x, y], A4 = C[x]/⟨x2⟩, A5 = C[x]/⟨(x − 1)2⟩,
A6 = C[x]/⟨x2 − 1⟩, A7 = C[x, y]/⟨x2 − y2⟩, A8 = C[x, y]/⟨(x− y)2⟩?

6. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíî¨ êîìóòàòèâíî¨ ñêií÷åííîïîðîäæåíî¨ P -àëãåáðè
A iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî A içîìîðôíà äåÿêié ôàêòîðàëãåáði
àëãåáðè P [x1, . . . , xn].

7. Äîâåäiòü, ùî ñêií÷åííîâèìiðíà ëiíiéíà (íå îáîâ'ÿçêîâî àñîöiàòèâíà)
áóäå àëãåáðîþ ç äiëåííÿì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü äiëü-
íèêiâ íóëÿ.

8. Äîâåäiòü, ùî â ñêií÷åííîâèìiðíié àñîöiàòèâíié àëãåáði ç îäèíèöåþ êî-
æåí åëåìåíò, ÿêèé íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ, ¹ îáîðîòíèì.

9. Äîâåäiòü, ùî íåòðèâiàëüíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà áóäå òiëîì òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè âîíà íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ îäíîñòîðîííiõ iäåàëiâ.

10. Íåõàé A � n-âèìiðíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ é ìiíiìàëüíèé
ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà a ìà¹ ñòåïiíü n. Äîâåäiòü, ùî åëåìåíò a ïîðîäæó¹
àëãåáðó A.

11. Äîâåäiòü, ùî êîæíå òiëî ¹ àëãåáðîþ àáî íàä ïîëåì Q, àáî íàä äåÿêèì
ïîëåì ëèøêiâ Zp.

12. Íåõàé D � òiëî, K = Z(D) i [D : K] < ∞. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî
ìàêñèìàëüíîãî ïiäïîëÿ P ⊆ D âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü [D : K] = [D : P ]2.

13. Íåõàé P � àëãåáðè÷íî çàìêíåíå ïîëå, à ñêií÷åííîâèìiðíà P -àëãåáðà A
¹ òiëîì. Äîâåäiòü, ùî A = P .

14. ×è áóäå àëãåáðà êâàòåðíiîíiâ ãðóïîâîþ àëãåáðîþ ãðóïè êâàòåðíiîíiâQ8?

15. ×è áóäå òiëî êâàòåðíiîíiâ àëãåáðîþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ïðè
ïðèðîäíîìó çàíóðåííi C â H?

16. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ 1 7→
(
1 0
0 1

)
, i 7→

(
i 0
0 −i

)
, j 7→

(
0 1
−1 0

)
, k 7→

(
0 i
i 0

)
iíäóêó¹ ìîíîìîðôiçì R-àëãåáðè H ó R-àëãåáðó M2(C).
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17. Äîâåäiòü, ùî â àëãåáði êâàòåðíiîíiâ ïåðåòâîðåííÿ ψ : x 7→ x ¹ iíâî-
ëþòèâíèì àíòèàâòîìîðôiçìîì (òîáòî ψ2 = id, ψ(x + y) = ψ(x) + ψ(y)
i ψ(xy) = ψ(y)ψ(x)), ÿêèé êîìóòó¹ ç êîæíèì àâòîìîðôiçìîì âèãëÿäó
φa : x 7→ a−1xa.

18. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî êâàòåðíiîíà z iñíó¹ ¹äèíèé ðîçêëàä âèãëÿäó
z = z1 + z2, äå z21 , z

2
2 ∈ R i z21 ≥ 0, z22 ≤ 0.

19. Äîâåäiòü, ùî ÷èñòî óÿâíi êâàòåðíiîíè u i v àíòèêîìóòóþòü (òîáòî
uv = −vu) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè u i v îðòîãîíàëüíi ÿê âåêòîðè.

20. Äîâåäiòü, ùî â òiëi êâàòåðíiîíiâ ðiâíÿííÿ x2 = 1 ìà¹ ëèøå 2 ðîç'ÿçêè,
à ðiâíÿííÿ x3 = 1 � íåñêií÷åííî áàãàòî.

21. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êâàòåðíiîíiâ âèêîíó¹òüñÿ àíàëîã ôîðìóëè Ìóàâðà:
ÿêùî z = r(cosφ+ v · sinφ), òî zn = rn(cosnφ+ v · sinnφ).

22. Äîâåäiòü, ùî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó iñíó¹ òiëüêè îäíà ñêií÷åííîâè-
ìiðíà êîìïëåêñíà àëãåáðà ç äiëåííÿì � ïîëå C.

23. Íåõàé P � äîâiëüíå ïîëå, a, b ∈ P ∗. ×åðåç H(a, b) ïîçíà÷èìî P -àëãåáðó ç
îäèíèöåþ 1 i áàçîþ 1, u, v,w, äå u2 = a, v2 = b,w2 = −ab, uv = −vu = w,
vw = −wv = −bu, wu = −uw = −av. Äîâåäiòü, ùî
a) àëãåáðà H(a, b) ¹ àñîöiàòèâíîþ;

b) àëãåáðà H(a, b) áóäå òiëîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ x0,
x1, x2, x3 iç P ç ðiâíîñòi x20 − ax21 − bx22 + abx23 = 0 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
x0 = x1 = x2 = x3 = 0.

24. Äîâåäiòü, ùî êîæåí åëåìåíò àëãåáðè H(a, b) iç çàäà÷i 23 ¹ êîðåíåì äå-
ÿêîãî êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà ç P [x].

25. Íåõàé A � 4-âèìiðíà àëãåáðà íàä Q ç îäèíèöåþ 1 i áàçîþ 1, u, v, w,
ïðè÷îìó u2 = −1, v2 = 2, w2 = 2, uv = −vu = w, vw = −wv = −2u,
wu = −uw = v. Äîâåäiòü, ùî A � òiëî i ùî Q(u) òà Q(v) � íåiçîìîðôíi
ìàêñèìàëüíi ïiäïîëÿ öüîãî òiëà.

26. Íåõàé A � 4-âèìiðíà àëãåáðà íàä C ç îäèíèöåþ 1, áàçîþ 1, i, j, k i
òàêîþ ñàìîþ òàáëèöåþ ìíîæåííÿ, ÿê â àëãåáði êâàòåðíiîíiâ. Äîâåäiòü,
ùî A içîìîðôíà àëãåáði M2(C).

27. Ïîáóäóéòå äëÿ àëãåáðè îêòàâ Êåëi òàáëèöþ ìíîæåííÿ â áàçi 1, i, j, k,
e, ie, je, ke.

28. Íîðìîþ N(z) îêòàâè z = x + ye íàçèâà¹òüñÿ ñóìà N(x) + N(y)
íîðì êâàòåðíiîíiâ x i y. Äîâåäiòü, ùî N(z) = (x+ ye)(x− ye) i ùî
N(zu) = N(z)N(u).

29. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðà îêòàâ Êåëi íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ.

30. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðà îêòàâ ¹ àëüòåðíàòèâíîþ, òîáòî ùî äëÿ äîâiëüíèõ
îêòàâ v i u âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (vv)u = v(vu) i (vu)u = v(uu).

31. Äîâåäiòü, ùî íàä ïîëåì êîæíà äâîâèìiðíà ëiíiéíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ
áóäå êîìóòàòèâíîþ é àñîöiàòèâíîþ.
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32. Äîâåäiòü, ùî íàä ïîëåì R êîæíà 2-âèìiðíà ëiíiéíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ
içîìîðôíà îäíié ç òàêèõ àëãåáð: 1) C; 2) ⟨1, b⟩, b2 = 1 (òàê çâàíi ïîäâiéíi
÷èñëà); 3) ⟨1, b⟩, b2 = 0 (òàê çâàíi äóàëüíi ÷èñëà).

33. Îïèøiòü iç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi äâîâèìiðíi ëiíiéíi àëãåáðè ç
îäèíèöåþ íàä ïîëåì C.

34. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïîïàðíî íåiçîìîðôíèõ 2-âèìiðíèõ
ëiíiéíèõ àëãåáð ç îäèíèöåþ íàä ïîëåì Q.

35. Äîâåäiòü, ùî ëiíiéíà àëãåáðà L = ⟨a, b : a2 = b2 = a, ab = −ba = b⟩ íàä
R ¹ íåàñîöiàòèâíîþ àëãåáðîþ ç äiëåííÿì, àëå áåç îäèíèöi.

36. Íåõàé ãðóïà H içîìîðôíà äåÿêié ôàêòîðãðóïi ãðóïè G. Äîâåäiòü, ùî
ãðóïîâà àëãåáðà P [H] içîìîðôíà äåÿêié ôàêòîðàëãåáði ãðóïîâî¨ àë-
ãåáðè P [G].

37. Äîâåäiòü, ùî êîëè ãðóïà G ìiñòèòü íåîäèíè÷íi åëåìåíòè ñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó, òî ãðóïîâà àëãåáðà P [G] ìiñòèòü äiëüíèêè íóëÿ.

38.∗Äîâåäiòü, ùî êîëè ãðóïîâà àëãåáðà C[G] ñêií÷åííî¨ ãðóïè G íå ìiñòèòü
íiëüïîòåíòíèõ åëåìåíòiâ, òî ãðóïà G � àáåëåâà.

39.∗ Äîâåäiòü, ùî êîëè ñêií÷åííi àáåëåâi ãðóïè G i H ìàþòü îäíàêîâèé ïî-
ðÿäîê, òî ¨õ ãðóïîâi àëãåáðè C[G] i C[H] � içîìîðôíi.

40. Çíàéäiòü ðîçìiðíiñòü öåíòðó ãðóïîâî¨ àëãåáðè: a) C[S3]; b) C[Q8];
c) C[A4].

41. Äîâåäiòü, ùî ãðóïîâi àëãåáðè C[D4] i C[Q8] � içîìîðôíi.

42. Äëÿ ÿêèõ ñêií÷åííèõ ãðóï G ãðóïîâà àëãåáðà C[G] áóäå ïðîñòîþ?

43. Çíàéäiòü óñi âëàñíi iäåàëè: a) àëãåáðè äóàëüíèõ ÷èñåë (äèâ. çàäà÷ó 32);
b) àëãåáðè ïîäâiéíèõ ÷èñåë (äèâ. çàäà÷ó 32).

44. Çíàéäiòü óñi ëiâi iäåàëè àëãåáðè M2(Z2).

45. Íåõàé P � ïîëå. Çíàéäiòü óñi iäåàëè àëãåáðè P ⊕ · · · ⊕ P (n äîäàíêiâ) i
ïiäðàõóéòå ¨õ êiëüêiñòü.

46. Äîâåäiòü, ùî â òàêèõ àëãåáðàõ óñi äâîñòîðîííi iäåàëè ¹ ãîëîâíèìè:
a) àëãåáðà P [[x]] ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ âiä çìiííî¨ x;
b) ∗ ãðóïîâà àëãåáðà C[Z].

47. Ïiäðàõóéòå êiëüêiñòü äâîñòîðîííiõ iäåàëiâ ó ãðóïîâié àëãåáði: a) C[S3];
b) C[Q8].

48. Äîâåäiòü, ùî öåíòð ïîâíî¨ ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè Mn(P ) çáiãà¹òüñÿ ç ìíî-
æèíîþ ñêàëÿðíèõ ìàòðèöü.

49. Íåõàé U � ôiêñîâàíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Pn. Äîâåäiòü, ùî
a) ìíîæèíà IlU = {φ ∈ EndPn | Imφ ⊆ U} áóäå ëiâèì iäåàëîì àëãåáðè
EndPn i êîæåí ëiâèé iäåàë àëãåáðè EndPn ìà¹ òàêèé âèãëÿä;
b) ìíîæèíà IrU = {φ ∈ EndPn | Kerφ ⊇ U} áóäå ïðàâèì iäåàëîì
àëãåáðè EndPn i êîæåí ïðàâèé iäåàë àëãåáðè EndPn ìà¹ òàêèé âèãëÿä.
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50. Íåõàé IlU òà IrU � òàêi, ÿê â çàäà÷i 49. Äîâåäiòü, ùî: a) IlU ⊆ IlW òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè U ⊆W ; b) IrU ⊆ IrW òîäi é ëèøå òîäi, êîëè U ⊇W .

51. Îïèøiòü ìàêñèìàëüíi é ìiíiìàëüíi îäíîñòîðîííi iäåàëè àëãåáðè EndPn.

52. Íåõàé U � ôiêñîâàíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Pn. Äîâåäiòü, ùî

a) Ìíîæèíà IlU ={A ∈Mn(P ) |Ax = 0 äëÿ âñiõ âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ x∈U}
áóäå ëiâèì iäåàëîì àëãåáðèMn(P ) i âñi ëiâi iäåàëè çMn(P ) ìàþòü òàêèé
âèãëÿä.

b) Ìíîæèíà IrU = {A ∈Mn(P ) | xA = 0 äëÿ âñiõ âåêòîðiâ-ðÿäêiâ x∈U}
áóäå ïðàâèì iäåàëîì àëãåáðè Mn(P ) i âñi ïðàâi iäåàëè ç Mn(P ) ìàþòü
òàêèé âèãëÿä.

53. Îïèøiòü iç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi êîìïëåêñíi êîìóòàòèâíi íàïiâ-
ïðîñòi àëãåáðè.

54. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì C. Îïèøiòü óñi êîìóòàòèâíi
íàïiâïðîñòi ïiäàëãåáðè àëãåáðè EndV .

55. Íåõàé äëÿ àëãåáðè A ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó Cn ìîæíà âèçíà-
÷èòè íà Cn ñêàëÿðíèé äîáóòîê òàêèì ÷èíîì, ùîá A áóëà çàìêíåíîþ
âiäíîñíî âçÿòòÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðà A ¹
íàïiâïðîñòîþ.

56. Îïèøiòü óñi íàïiâïðîñòi ïiäàëãåáðè ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè Mn(C).
57. Íåõàé φ : A → EndV � çîáðàæåííÿ àëãåáðè A, à V1, . . . , Vn � òà-

êèé íàáið ìiíiìàëüíèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ öüîãî çîáðàæåííÿ, ùî
V = V1 + · · ·+ Vn. Äîâåäiòü, ùî V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ÿêèõîñü ïiäïðîñòî-
ðiâ iç öüîãî íàáîðó.

58. Äîâåäiòü, ùî ïiäìíîæèíà I àëãåáðè A = Mn1(C) ⊕ · · · ⊕ Mnk (C) áó-
äå äâîñòîðîííiì iäåàëîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ ñóìîþ ïåâíî¨
êiëüêîñòi ïðÿìèõ äîäàíêiâ Mn1(C) . . . , Mnk (C) àëãåáðè A.
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5 Ìíîãîâèäè

5.1 Îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè

Íåõàé Ω � äåÿêà ñèãíàòóðà, à {x1, x2, . . . , xn, . . . , } � çëi÷åííèé àëôàâiò,
åëåìåíòè ÿêîãî íàçâåìî çìiííèìè. Ω-òîòîæíiñòþ íàçèâà¹òüñÿ ôîð-
ìàëüíà ðiâíiñòü u = v, äå u i v � äâà ÿêèõîñü Ω-òåðìè íàä àëôàâiòîì
çìiííèõ.

Íåõàé xi1 , . . . , xin � ñïèñîê óñiõ çìiííèõ, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ â òåðìàõ
u àáî v. Êàæóòü, ùî òîòîæíiñòü u(xi1 , . . . , xin) = v(xi1 , . . . , xin) âèêîíó-
¹òüñÿ â óíiâåðñàëüíié àëãåáði ⟨A; Ω⟩, ÿêùî u(a1, . . . , an) = v(a1, . . . , an)
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a1, . . . , an ∈ A.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Êëàñ (Ω,Λ) âñiõ àëãåáð ñèãíàòóðè Ω, â ÿêèõ âèêîíóþ-
òüñÿ âñi òîòîæíîñòi ç äàíî¨ ìíîæèíè Λ Ω-òîòîæíîñòåé, íàçèâà-
¹òüñÿ ìíîãîâèäîì àëãåáð ñèãíàòóðè Ω, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíî-
ñòÿìè Λ.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîãîâèä (Ω,Λ) çàâæäè íåïîðîæíié, áî ìiñòèòü, çîê-
ðåìà, óñi îäíîåëåìåíòíi àëãåáðè ñèãíàòóðè Ω.

Ìíîæèíó Λ Ω-òîòîæíîñòåé, ÿêîþ çàäà¹òüñÿ äàíèé ìíîãîâèä (Ω,Λ),
÷àñòî çðó÷íî ââàæàòè ñèìåòðèçîâàíîþ (òîáòî ÿêùî Λ ìiñòèòü ðiâíiñòü
u = v, òî ìiñòèòü i ðiâíiñòü v = u).

Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèãíàòóðè Ω ìíîãîâèäàìè áóäóòü êëàñ óñiõ àëãåáð
öi¹¨ ñèãíàòóðè (âií âèçíà÷à¹òüñÿ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ òîòîæíîñòåé;
ìîæíà òàêîæ âçÿòè òîòîæíiñòü x = x) i êëàñ îäíîåëåìåíòíèõ àëãåáð
ñèãíàòóðè Ω (òàê çâàíèé àáñîëþòíî âèðîäæåíèé ìíîãîâèä; âií âèçíà-
÷à¹òüñÿ òîòîæíiñòþ x = y). Êðiì òîãî, ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ðîäèíè òàêîæ
¹ ìíîãîâèäîì: ∩

i∈I
(Ω,Λi) = (Ω,

∪
i

Λi) . (5.1)

Òâåðäæåííÿ 5.1. Äëÿ êîæíîãî êëàñó R àëãåáð ñèãíàòóðè Ω iñíó¹
íàéìåíøèé ìíîãîâèä M, ÿêèé ìiñòèòü R.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà ìíîãîâèäiâ, ÿêi ìiñòÿòü êëàñ R, íå ¹ ïîðîæíüîþ:
òóäè ïîòðàïëÿ¹ ìíîãîâèä óñiõ àëãåáð ñèãíàòóðè Ω. Êðiì òîãî, ïåðåòèí
ìíîãîâèäiâ ¹ ìíîãîâèäîì. Òîìó íàéìåíøèì ìíîãîâèäîì, ÿêèé ìiñòèòü
R, áóäå ïåðåòèí óñiõ ìíîãîâèäiâ, ÿêi ìiñòÿòü R.

Òâåðäæåííÿ 5.2. ßêùî ìíîãîâèä (Ω,Λ) ìiñòèòü àëãåáðó A, òî âií
ìiñòèòü i âñi ïiäàëãåáðè òà ãîìîìîðôíi îáðàçè àëãåáðè A.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîëè ðiâíiñòü u = v
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ àëãåáðè A, òî âîíà òèì áiëüøå âèêîíó-
¹òüñÿ äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ¨¨ ïiäàëãåáðè.

Íåõàé òåïåð φ : A → B � åïiìîðôiçì, u = v � Ω-òîòîæíiñòü iç Λ, à
x1, . . . , xn � ñïèñîê óñiõ çìiííèõ, ÿêi â íié çóñòði÷àþòüñÿ. Âiçüìåìî â
B äîâiëüíi åëåìåíòè b1, . . . , bn i äëÿ êîæíîãî bi âèáåðåìî ÿêèéñü éîãî
ïðîîáðàç â A (òîáòî òàêèé åëåìåíò ai ∈ A, ùî φ(ai) = bi). Òîäi

u(b1, . . . , bn) = u(φ(a1), . . . , φ(an)) = φ(u(a1, . . . , an)), (5.2)

v(b1, . . . , bn) = v(φ(a1), . . . , φ(an)) = φ(v(a1, . . . , an)). (5.3)

À ïîçàÿê ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (5.2) i (5.3) çáiãàþòüñÿ, òî ëiâi òàêîæ
çáiãàþòüñÿ.

Iç öüîãî òâåðäæåííÿ îäðàçó âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíèé ìíîãîâèä (Ω,Λ)
¹ àáñòðàêòíèì êëàñîì àëãåáð, áî ðàçîì iç êîæíîþ àëãåáðîþ ìiñòèòü i âñi
àëãåáðè, ¨é içîìîðôíi.

Âïðàâà 5.1. Äîâåäiòü, ùî êîëè êîæíà ç àëãåáð Ai, i ∈ I, íàëåæèòü
ìíîãîâèäó (Ω,Λ), òî ïðÿìèé äîáóòîê

∏
i∈I
Ai òàêîæ íàëåæèòü öüîìó

ìíîãîâèäó.

Íåõàé A � àëãåáðà ñèãíàòóðè Ω. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæè-
íèM ìíîæèíà Map(M,A) âñiõ âiäîáðàæåíü φ :M → A ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
â àëãåáðó ñèãíàòóðè Ω, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ n-àðíî¨ îïåðàöi¨ ω ∈ Ω (n ≥ 0)
ïîêëàñòè

ω(φ1, . . . , φn)(x) := ω(φ1(x), . . . , φn(x)) (5.4)

(òîáòî îïåðàöi¨ ç Ω âèçíà÷àþòüñÿ íà Map(M,A) ïîòî÷êîâî). Ëåãêî áà-
÷èòè, ùî Map(M,A) ≃

∏
m∈M A. Òîìó ç âïðàâè 5.1 i òâåðäæåííÿ 5.2

îäðàçó âèïëèâà¹, ùî êîæåí ìíîãîâèä, ÿêèé ìiñòèòü àëãåáðó A, ìiñòèòü
i àëãåáðó Map(M,A).

Ïðèêëàäè ìíîãîâèäiâ:
1. Ó êëàñi àëãåáð, ñèãíàòóðà ÿêèõ ìiñòèòü ¹äèíó (áiíàðíó) îïåðàöiþ ·,

ìíîãîâèä íàïiâãðóï âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíiñòþ x · (y · z) = (x · y) · z.
2. Ó êëàñi àëãåáð ñèãíàòóðè (·, 1) ìîíî¨äè óòâîðþþòü ìíîãîâèä, âè-

çíà÷åíèé òîòîæíîñòÿìè (x · y) · z = x · (y · z), x · 1 = x, 1 · x = x.
3. ßêùî ãðóïó ðîçãëÿäàòè ÿê àëãåáðó ñèãíàòóðè (·,−1 , 1), òî êëàñ

ãðóï ¹ ìíîãîâèäîì, âèçíà÷åíèì òîòîæíîñòÿìè

(x · y) · z = x · (y · z), x · x−1 = 1, x · 1 = x. (5.5)
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Çàóâàæèìî, ùî êëàñ ãðóï íå ¹ íi ìíîãîâèäîì íàïiâãðóï, íi ìíîãîâè-
äîì ìîíî¨äiâ.

4. ßêùî äî òîòîæíîñòåé (5.5) äîëó÷èòè x · y = y · x, îòðèìà¹ìî
ìíîãîâèä àáåëåâèõ ãðóï.

5. Ó êëàñi àëãåáð ñèãíàòóðè (+,−, 0, ·) òîòîæíîñòi

(x+ y) + z = x+ (y + z), x+ (−x) = 0, x+ 0 = x, x+ y = y + x,

x · (y + z) = x · z + y · z, (y + z) · x = y · x+ z · x

âèçíà÷àþòü ìíîãîâèä êiëåöü. ßêùî äîëó÷èòè äî öèõ òîòîæíîñòåé ùå
(x · y) · z = x · (y · z), òî îòðèìà¹ìî ìíîãîâèä àñîöiàòèâíèõ êiëåöü.

6. Ó êëàñi àëãåáð ñèãíàòóðè (∨,∧) øiñòü òîòîæíîñòåé

a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a, a ∨ (a ∧ b) = a, a ∧ (a ∨ b) = a,

a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c, a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c

âèçíà÷àþòü ìíîãîâèä ðåøiòîê.
7. ßêùî äî òîòîæíîñòåé iç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó äîëó÷èòè ÿêóñü iç

òîòîæíîñòåé a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ÷è a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c),
òî îòðèìà¹ìî ìíîãîâèä äèñòðèáóòèâíèõ ðåøiòîê.

Ìè âæå áà÷èëè íà ïðèêëàäi ãðóï, ùî âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ÷è óòâî-
ðþ¹ äàíèé êëàñ àëãåáð ìíîãîâèä, çàëåæèòü i âiä âèáîðó ñèãíàòóðè. Íà
áàãàòüîõ àëãåáðàõ ìîæíà ïðèðîäíî âèçíà÷èòè äåÿêi äîäàòêîâi îïåðà-
öi¨, ùî äîçâîëÿ¹ ðîçøèðèòè ñèãíàòóðó, à çà ðàõóíîê öüîãî � i íàáið
ïîòåíöiéíèõ òîòîæíîñòåé. Ìè ðîçãëÿíåìî äâà ïðèêëàäè, êîëè ðîçøè-
ðåííÿ ñèãíàòóðè äîçâîëÿ¹ ïåðåòâîðèòè äàíèé êëàñ àëãåáð ó ìíîãîâèä:
ðåãóëÿðíi òà iíâåðñíi íàïiâãðóïè.

Íà êîæíié ðåãóëÿðíié íàïiâãðóïi ìîæíà âèçíà÷èòè (âçàãàëi êàæó÷è,
áàãàòüìà ñïîñîáàìè) óíàðíó îïåðàöiþ x 7→ x∗, ÿêà êîæíîìó åëåìåíòó
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÿêèé-íåáóäü iíâåðñíèé äî íüîãî åëåìåíò. Òîäi
êëàñ ðåãóëÿðíèõ íàïiâãðóï ¹ ìíîãîâèäîì àëãåáð ñèãíàòóðè (·,∗ ), âè-
çíà÷åíèì òîòîæíîñòÿìè

x(yz) = (xy)z, xx∗x = x, x∗xx∗ = x∗ .

Òåîðåìà 5.1 (Øàéí). Íåõàé ó íàïiâãðóïi S äîäàòêîâî âèçíà÷åíà óíàð-
íà äiÿ a−1, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

(i) (a−1)−1 = a, (ii) (ab)−1 = b−1a−1,

(iii) aa−1 · bb−1 = bb−1 · aa−1, (iv) aa−1a = a .

Òîäi S � iíâåðñíà íàïiâãðóïà.
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Äîâåäåííÿ. Iç (iv) îäðàçó âèïëèâà¹, ùî íàïiâãðóïà S ¹ ðåãóëÿðíîþ.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî åëåìåíò e ¹ iäåìïîòåíòîì, òîáòî ee = e. Çàñòîñî-
âóþ÷è ïîñëiäîâíî (iv), ðiâíiñòü ee = e, (ii), (i), (iii), (i), çíîâó ðiâíiñòü
ee = e, (i), (iv), îòðèìó¹ìî:

e = ee−1e = e(ee)−1e = ee−1e−1e = ee−1 · e−1(e−1)−1 =

= e−1(e−1)−1 · ee−1 = e−1eee−1 = e−1ee−1 = e−1(e−1)−1e−1 = e−1.

Îòæå, êîæíèé iäåìïîòåíò iç S ìà¹ âèãëÿä e = ee = ee−1. Àëå òîäi ç
(iii) òà êðèòåðiþ iíâåðñíîñòi (òåîðåìà 2.14) âèïëèâà¹, ùî íàïiâãðóïà S
¹ iíâåðñíîþ.

Íàñëiäîê 5.1. Iíâåðñíi íàïiâãðóïè óòâîðþþòü ìíîãîâèä àëãåáð ñè-
ãíàòóðè (·,−1 ).

Äîâåäåííÿ. ßêùî â iíâåðñíié íàïiâãðóïi ÷åðåç −1 ïîçíà÷èòè îïåðàöiþ
âçÿòòÿ iíâåðñíîãî åëåìåíòà, òî âñi òîòîæíîñòi ç òåîðåìè Øàéíà âè-
êîíóþòüñÿ. Òîìó ìíîãîâèä, ïîðîäæåíèé òîòîæíîñòÿìè (i)�(iv) i
(x · y) · z = x · (y · z), ìiñòèòü óñi iíâåðñíi íàïiâãðóïè. Iç äðóãîãî áîêó, ç
òåîðåìè Øàéíà âèïëèâà¹, ùî íi÷îãî iíøîãî âií íå ìiñòèòü.

Òåîðåìà 5.2. Ãîìîìîðôíèé îáðàç iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè òàêîæ ¹ iíâåðñ-
íîþ íàïiâãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S � iíâåðñíà íàïiâãðóïà i φ : S → T � åïiìîðôiçì
íàïiâãðóï. Ïîêàæåìî, ùî êîëè φ(a1) = φ(a2), òî îáðàçè iíâåðñíèõ åëå-
ìåíòiâ a−1

1 i a−1
2 òàêîæ çáiãàþòüñÿ. Ñïðàâäi, â iíâåðñíié íàïiâãðóïi åëå-

ìåíòè a−1
1 a1 a1a

−1
1 a−1

2 a2 i a2a
−1
2 ¹ iäåìïîòåíòàìè, à òîìó âîíè êîìóòó-

þòü (òåîðåìà 2.14). Òîäi

φ(a−1
1 a2) = φ(a−1

1 a2a
−1
2 a2) = φ(a−1

1 a1a
−1
2 a2) =

= φ(a−1
2 a2a

−1
1 a1) = φ(a−1

2 a1a
−1
1 a1) = φ(a−1

2 a1).

Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹òüñÿ, ùî φ(a2a
−1
1 ) = φ(a1a

−1
2 ). Çâiäñè îòðèìó¹ìî:

φ(a−1
1 ) = φ(a−1

1 a1a
−1
1 ) = φ(a−1

1 a2a
−1
1 ) = φ(a−1

2 a1a
−1
1 ) =

= φ(a−1
2 a2a

−1
1 ) = φ(a−1

2 a1a
−1
2 ) = φ(a−1

2 a2a
−1
2 ) = φ(a−1

2 ).

Öå äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè íà T óíàðíó îïåðàöiþ −1, ÿêùî äëÿ êîæíîãî
b ∈ T âçÿòè â S äîâiëüíèé ïðîîáðàç a i ïîêëàñòè b−1 = φ(a)−1. Òîáòî
φ(a)−1 = φ(a)−1. Îòæå, ïðè òàêîìó âèçíà÷åííi îïåðàöi¨ −1 íà T
âiäîáðàæåííÿ φ ñòà¹ ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð ñèãíàòóðè (·,−1 ).
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Ïîçàÿê iíâåðñíi íàïiâãðóïè ÿê àëãåáðè ñèãíàòóðè (·,−1 ) óòâîðþþòü
ìíîãîâèä, à çà òâåðäæåííÿì 5.2 ìíîãîâèä çàìêíåíèé âiäíîñíî ãîìîìîð-
ôíèõ îáðàçiâ, òî íàïiâãðóïà T òàêîæ áóäå iíâåðñíîþ.

Çàóâàæåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ 5.2 òåîðåìà 5.2 íå âèïëè-
âà¹: iíâåðñíi íàïiâãðóïè óòâîðþþòü íå ìíîãîâèä íàïiâãðóï, à ìíîãîâèä
àëãåáð ñèãíàòóðè (·,−1 ). Ñàìå ç öi¹¨ ïðè÷èíè ïiäíàïiâãðóïà iíâåðñíî¨
íàïiâãðóïè íå çîáîâ'ÿçàíà áóòè iíâåðñíîþ: âîíà ìîæå áóòè íå çàìêíå-
íîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ −1. Çîêðåìà, íå áóäóòü iíâåðñíèìè âñi öèêëi÷íi
ïiäíàïiâãðóïè, ïîðîäæåíi íåãðóïîâèìè åëåìåíòàìè.

5.2 Âiëüíi àëãåáðè ìíîãîâèäiâ

Íåõàé M � íåïîðîæíié êëàñ óíiâåðñàëüíèõ àëãåáð äàíî¨ ñèãíàòóðè Ω.
Àëãåáðà F ∈ M íàçèâà¹òüñÿ âiëüíîþ àëãåáðîþ êëàñó M iç âiëüíîþ ñè-
ñòåìîþ òâiðíèõX, ÿêùî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ µ : X → F , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹
òàêi äâi óìîâè:

1) àëãåáðà F ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ µ(X);
2) (âëàñòèâiñòü óíiâåðñàëüíîñòi) äëÿ äîâiëüíèõ àëãåáðè A ∈M òà

âiäîáðàæåííÿ ν : X → A iñíó¹ òàêèé ãîìîìîðôiçì φ : F → A, ùî
µ ◦ φ = ν.

Ïðèêëàä. Iç òåîðåìè 1.1 âèïëèâà¹, ùî â êëàñi âñiõ àëãåáð äàíî¨
ñèãíàòóðè Ω àëãåáðà òåðìiâ F (Ω, X) ¹ âiëüíîþ.

Õî÷à â çàãàëüíîìó âèïàäêó é íå âèìàãà¹òüñÿ, ùîá âiäîáðàæåííÿ
µ : X → F áóëî ií'¹êòèâíèì, çàçâè÷àé áóäå ñàìå òàê:

Òâåðäæåííÿ 5.3. ßêùî F � âiëüíà àëãåáðà êëàñó M, ÿêèé ìiñòèòü
íå òiëüêè îäíîåëåìåíòíi àëãåáðè, òî âiäîáðàæåííÿ µ : X → F ¹ ií'¹ê-
òèâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b � ðiçíi åëåìåíòè àëãåáðè A ∈ M, x, y � ðiçíi
åëåìåíòè ìíîæèíè X. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ν : X → A,
äëÿ ÿêîãî ν(x) = a, ν(y) = b. Òîäi ç ðiâíîñòåé (µ◦φ)(x) = a i (µ◦φ)(y) = b
âèïëèâà¹, ùî µ(x) ̸= µ(y).

Òåîðåìà 5.3. ßêùî íåïîðîæíié êëàñ M óíiâåðñàëüíèõ àëãåáð äàíî¨
ñèãíàòóðè Ω çàìêíåíèé âiäíîñíî âçÿòòÿ ïiäàëãåáð i ïðÿìèõ äîáóòêiâ,
òî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X êëàñ M ìiñòèòü âiëüíó
àëãåáðó ç âiëüíîþ ñèñòåìîþ òâiðíèõ X.
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Äîâåäåííÿ. Îáìåæèìîñÿ ëèøå âèïàäêîì, êîëè ìíîæèíà X i ñèãíàòóðà
Ω íå áiëüøå íiæ çëi÷åííi. Íåõàé M � ìíîæèíà âñiõ ïîïàðíî íåiçî-
ìîðôíèõ àëãåáð iç M íå áiëüøå íiæ çëi÷åííî¨ ïîòóæíîñòi. Ðîçãëÿíåìî
ïðÿìèé äîáóòîê

B =
∏

(A,αA)

A ,

äå A ïðîáiãà¹ âñi àëãåáðè ç M , à αA � âñi âiäîáðàæåííÿ âèãëÿäó
αA : X → A. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ âiäîáðàæåííÿ

µ : X → B, x 7→
(
αA(x)

)
(A,αA)

,

i àëãåáðó F (X), ïîðîäæåíó îáðàçîì µ(X) öüîãî âiäîáðàæåííÿ.
Î÷åâèäíî, ùî F (X) íàëåæèòü êëàñó M i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1) ç

îçíà÷åííÿ âiëüíî¨ àëãåáðè. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâè 2). Íåõàé
A′ ∈M i ν : X → A′ � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíà ν(X)
i ñèãíàòóðà Ω íå áiëüøå íiæ çëi÷åííi, òî ìíîæèíà ν(X) ïîðîäæó¹ â
A′ ïiäàëãåáðó A, ïîòóæíiñòü ÿêî¨ íå áiëüøå íiæ çëi÷åííà. Òîìó ìîæíà
ââàæàòè, ùî A ∈ M i ùî âiäîáðàæåííÿ ν : X → A′ çáiãà¹òüñÿ ç äåÿêèì
αA. Òîäi äëÿ ãîìîìîðôiçìó φ : F (X) → A′, iíäóêîâàíîãî êàíîíi÷íèì
åïiìîðôiçìîì ïðÿìîãî äîáóòêó B íà ìíîæíèê ç iíäåêñîì (A,αA), äëÿ
âñiõ x ∈ X ìà¹ìî:

(µ ◦ φ)(x) = φ(µ(x)) = φ
(
(αA(x))(A,αA)

)
= αA(x) = ν(x).

Îòæå µ ◦ φ = ν.

Òåîðåìà 5.4 (Áiðêãîô). Íåïîðîæíié êëàñ M óíiâåðñàëüíèõ àëãåáð äà-
íî¨ ñèãíàòóðè Ω áóäå ìíîãîâèäîì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âií çà-
ìêíåíèé âiäíîñíî âçÿòòÿ ïiäàëãåáð, ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ i ïðÿìèõ äî-
áóòêiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü öèõ óìîâ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 5.2 i
âïðàâè 5.1.

Äîñòàòíiñòü. Öå î÷åâèäíî, ÿêùî êëàñ M ìiñòèòü ëèøå îäíîåëå-
ìåíòíi àëãåáðè (ìîæíà âçÿòè òîòîæíiñòü x = y). Òîìó äàëi ââàæàòè-
ìåìî, ùî M ìiñòèòü íå òiëüêè îäíîåëåìåíòíi àëãåáðè. Çà òåîðåìîþ 5.3
êëàñ M ìiñòèòü âiëüíó àëãåáðó FM(X) çi çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ òâið-
íèõX = {x1, x2, . . .}, ïðè÷îìó íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 5.3 ìîæíà ââà-
æàòè, ùî X ⊆ FM(X). Íåõàé F (Ω, X) � âiëüíà àëãåáðà ñèãíàòó-
ðè Ω. Òîäi òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ id : X → X iíäóêó¹ ãîìîìîðôiçì
φ : F (Ω, X)→ FM(X). Íåõàé R � ìíîãîâèä àëãåáð ñèãíàòóðè Ω, âèçíà-
÷åíèé ñèñòåìîþ òîòîæíîñòåé Σ = {u = v | φ(u) = φ(v)}. Äîâåäåìî, ùî
M = R.
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Íåõàé u(x1, . . . , xn) = v(x1, . . . , xn) � òîòîæíiñòü iç Σ, A ∈ M
i a1, . . . , an � äîâiëüíi åëåìåíòè ç A. Iñíó¹ òàêèé ãîìîìîðôiçì
ψ : FM(X)→ A, ùî ψ(x1) = a1, . . . , ψ(xn) = an. Òîäi

u(a1, . . . , an) = u
(
ψ(x1), . . . , ψ(xn)

)
= ψ(u(x1, . . . , xn)) =

= ψ(v(x1, . . . , xn)) = v
(
ψ(x1), . . . , ψ(xn)

)
= v(a1, . . . , an).

Îòæå, A ∈ R i M ⊆ R.
Äëÿ äîâåäåííÿ çâîðîòíîãî âêëþ÷åííÿ ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó àëãåáðó

A ∈ R. Íåõàé Y � ñèñòåìà òâiðíèõ A. Çà òåîðåìîþ 1.1 iñíó¹ åïiìîðôiçì
π âiëüíî¨ àëãåáðè F (Ω, Y ) ñèãíàòóðè Ω íà àëãåáðó A, ÿêèé íà ìíîæèíi Y
äi¹ òîòîæíî. Êðiì òîãî, iñíó¹ àíàëîãi÷íèé åïiìîðôiçì ψ àëãåáðè F (Ω, Y )
íà âiëüíó àëãåáðó FM(Y ) êëàñó M. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò(

u(y1, . . . , yk), v(y1, . . . , yk)
)
∈ Kerψ.

Iç âëàñòèâîñòåé âiëüíèõ àëãåáð âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ãîìîìîðôiçìè
χ : F (Ω, Y ) → F (Ω, X), φ : F (Ω, X) → FM(X) i ρ : FM(Y ) → FM(X),
ùî χ(yi) = ρ(yi) = φ(xi) = xi äëÿ âñiõ i = 1, . . . , k.

F (Ω, Y )
χ−→ F (Ω, X)

↙ π ↓ ψ φ ↓
A ←−

δ
FM(Y ) −→

ρ
FM(X)

Ðèñ. 6.

Òîìó â àëãåáði FM(X) ìà¹ìî:

u(x1, . . . , xk) = u(ρ(y1), . . . , ρ(yk)) = ρ(u(y1, . . . , yk)) =

= ρ
(
u(ψ(y1), . . . , ψ(yk))

)
= ρ

(
ψ(u(y1, . . . , yk))

)
=

= ρ
(
ψ(v(y1, . . . , yk))

)
= · · · = v(x1, . . . , xk).

Îòæå, òîòîæíiñòü u(x1, . . . , xk) = v(x1, . . . , xk) íàëåæèòü ñèñòåìi Σ. Àëå
òîäi â àëãåáði A ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü

u(π(y1), . . . , π(yk)) = v(π(y1), . . . , π(yk)),

çâiäêè
π(u(y1, . . . , yk)) = π(v(y1, . . . , yk)).

Îòæå, (
u(y1, . . . , yk), v(y1, . . . , yk)

)
∈ Kerπ.
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Òàêèì ÷èíîì, Kerψ ⊆ Kerπ. Àëå òîäi iñíó¹ òàêèé ãîìîìîðôiçì
δ : FM(Y )→ A, ùî π = φδ, ïðè÷îìó iç ñþð'¹êòèâíîñòi π âèïëèâà¹, ùî
ãîìîìîðôiçì δ òàêîæ áóäå ñþð'¹êòèâíèì. Ïîçàÿê êëàñ M çàìêíåíèé
âiäíîñíî ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ, òî A ∈M i R ⊆M.

Íàñëiäîê 5.2. Äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X ìíîãîâèä M ìi-
ñòèòü âiëüíó àëãåáðó ç âiëüíîþ ñèñòåìîþ òâiðíèõ X.

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òåîðåì 5.4 i 5.3.

Íàñëiäîê 5.3. Êîæíà àëãåáðà A ìíîãîâèäó M ¹ ãîìîìîðôíèì îáðàçîì
äåÿêî¨ âiëüíî¨ àëãåáðè öüîãî ìíîãîâèäó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � äîâiëüíà ñèñòåìà òâiðíèõ àëãåáðè A. Âiçüìåìî â
M âiëüíó àëãåáðó F (X) iç âiëüíîþ ñèñòåìîþ òâiðíèõ X. Çà îçíà÷åííÿì
âiëüíî¨ àëãåáðè çàíóðåííÿ X ↪→ F (X) ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ãîìîìîð-
ôiçìó φ : F (X)→ A, ÿêèé, î÷åâèäíî, áóäå åïiìîðôiçìîì.

Íàñëiäîê 5.4. Ïîëÿ íå óòâîðþþòü ìíîãîâèä.

Äîâåäåííÿ. Êëàñ ïîëiâ íå ¹ çàìêíåíèì âiäíîñíî ïðÿìèõ äîáóòêiâ.

Áóäîâó âiëüíèõ àëãåáð ìíîãîâèäó (Ω,Λ) ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìî-
ãîþ òàêî¨ êîíñòðóêöi¨. Áóäåìî êàçàòè, ùî Ω-òåðì p áåçïîñåðåäíüî âèâî-
äèòüñÿ ç Ω-òåðìà q çà äîïîìîãîþ Λ, ÿêùî p îäåðæó¹òüñÿ ç q çàìiíîþ
äåÿêîãî ïiäòåðìà u òåðìîì v, ïðè÷îìó Λ ìiñòèòü ðiâíiñòü u = v. Òðàí-
çèòèâíå çàìèêàííÿ âiäíîøåííÿ áåçïîñåðåäíüî¨ âèâiäíîñòi ïîçíà÷èìî ∼

Λ
.

Âïðàâà 5.2. Äîâåäiòü, ùî âiäíîøåííÿ ∼
Λ
¹ êîíãðóåíöi¹þ íà àáñîëþòíî

âiëüíié àëãåáði F (Ω, X).

Òåîðåìà 5.5. Ôàêòîðàëãåáðà FΛ(Ω, X) := F (Ω, X)/∼
Λ
¹ âiëüíîþ àëãåá-

ðîþ ìíîãîâèäó (Ω,Λ) iç âiëüíîþ ñèñòåìîþ òâiðíèõ X.

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ µ : X → FΛ(Ω, X) âèçíà÷à¹òüñÿ ïðèðîäíî:
êîæåí åëåìåíò iç X ïåðåõîäèòü ó âiäïîâiäíèé êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi êîí-
ãðóåíöi¨ ∼

Λ
(òîáòî µ ¹ îáìåæåííÿì íà X êàíîíi÷íîãî åïiìîðôiçìó

F (Ω, X)→ F (Ω, X)/∼
Λ
). Îñêiëüêè ïðè åïiìîðôiçìi ñèñòåìà òâiðíèõ ïå-

ðåõîäèòü ó ñèñòåìó òâiðíèõ, òî àëãåáðà F (Ω, X)/∼
Λ
ïîðîäæó¹òüñÿ ìíî-

æèíîþ µ(X).
Ëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè âëàñòèâiñòü óíiâåðñàëüíîñòi. Íåõàé äëÿ äåÿêî¨

àëãåáðè A ∈ (Ω,Λ) çàäàíî âiäîáðàæåííÿ ν : X → A. Âiäîáðàæåííÿ
φ : F (Ω, X)/∼

Λ
→ A âèçíà÷èìî òàê:
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äëÿ åëåìåíòiâ iç X ïîêëàäåìî φ(µ(x)) = ν(x) (ùî áóäå ãàðàíòóâàòè
âèêîíàííÿ ðiâíîñòi µ ◦ φ = ν);

ÿêùî o ¹ ñèìâîëîì íóëüàðíî¨ îïåðàöi¨, òî äëÿ åëåìåíòà o ç F (Ω, X)/∼
Λ

éîãî îáðàçîì áóäå âiäïîâiäíà êîíñòàíòà co ç A;
äàëi çíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ φ âèçíà÷à¹ìî ðåêóðåíòíî: ÿêùî äëÿ

òåðìiâ v1, . . . , vn ∈ F (Ω, X) îáðàçè åëåìåíòiâ v1, . . . , vn ôàêòîð-
àëãåáðè F (Ω, X)/∼

Λ
âæå âèçíà÷åíi, à ω � îïåðàöiÿ àðíîñòi n, òî

φ(ω(v1, . . . , vn)) = ω(φ(v1), . . . , φ(vn)) . (5.6)

Çà îçíà÷åííÿì Ω-òåðìiâ êîæåí òåðì, âiäìiííèé âiä åëåìåíòà ç X, ïî÷è-
íà¹òüñÿ ñèìâîëîì äåÿêî¨ îïåðàöi¨. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæíèé âëàñíèé
ïiäòåðì òåðìà ω(v1, . . . , vn) ïîâèíåí áóòè ïiäòåðìîì îäíîãî ç òåðìiâ v1,
. . . , vn. Àëå òîäi ç îçíà÷åííÿ êîíãðóåíöi¨ ∼

Λ
âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü

ω(v1, . . . , vn) = ω(u1, . . . , un)

òÿãíå çà ñîáîþ ðiâíîñòi v1 = u1, . . . , vn = un. À öå îçíà÷à¹, ùî çàäàííÿ
âiäîáðàæåííÿ φ ïðàâèëîì (5.6) ¹ êîðåêòíèì, áî íå çàëåæèòü âiä âèáîðó
ïðåäñòàâíèêà ω(v1, . . . , vn) êëàñó ω(v1, . . . , vn).

Ãîìîìîðôíiñòü âiäîáðàæåííÿ φ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ïðà-
âèëà (5.6).

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïàðàãðàôó ðîçãëÿíåìî áóäîâó âiëüíèõ àëãåáð
äåÿêèõ âàæëèâèõ ìíîãîâèäiâ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.5 äëÿ öüîãî äîñèòü
ó êîæíîìó êëàñi êîíãðóåíöi¨ ∼

Λ
íà àáñîëþòíî âiëüíié àëãåáði F (Ω, X)

âèäiëèòè êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâíèêà.

Ãðóïî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà ç âèçíà÷åíîþ íà íié ái-
íàðíîþ îïåðàöi¹þ. Æîäíèõ îáìåæåíü íà öþ îïåðàöiþ íå íàêëàäà¹òüñÿ,
òîìó ìíîãîâèä ãðóïî¨äiâ çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ àëãåáð ñèãíàòóðè
Ω = (·). Ïîçàÿê ìíîæèíà Λ òîòîæíîñòåé ¹ ïîðîæíüîþ, òî êîíãðóåíöiÿ ∼

Λ

çáiãà¹òüñÿ ç âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi. Òîìó âiëüíèìè àëãåáðàìè ìíîãîâèäó
ãðóïî¨äiâ (¨õ íàçèâàþòü âiëüíèìè ãðóïî¨äàìè) áóäóòü àáñîëþòíî âiëüíi
àëãåáðè ñèãíàòóðè Ω = (·). Åëåìåíòàìè âiëüíîãî ãðóïî¨äà ç âiëüíîþ ñè-
ñòåìîþ òâiðíèõ X áóäóòü ïîñëiäîâíîñòi x1x2 . . . xn (n > 0) åëåìåíòiâ iç
X, ó ÿêèõ äîäàòêîâî ðîçñòàâëåíi äóæêè, ùî âêàçóþòü ïîðÿäîê âèêîíà-
ííÿ äié. Îñêiëüêè â ïîñëiäîâíîñòi x1x2 . . . xn äóæêè ìîæíà ðîçñòàâèòè
cn−1 ñïîñîáàìè, äå cn = 1

n+1

(
2n
n

)
� n-òå ÷èñëî Êàòàëàíà, òî êîæíà òàêà

ïîñëiäîâíiñòü ïîðîäæó¹ cn−1 åëåìåíòiâ âiëüíîãî ãðóïî¨äà.
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Íàïiâãðóïè óòâîðþþòü ïiäìíîãîâèä êëàñó ãðóïî¨äiâ, âèçíà÷åíèé òî-
òîæíiñòþ x·(y ·z) = (x·y)·z. Çðîçóìiëî, ùî äâà åëåìåíòè âiëüíîãî ãðóïî-
¨äà áóäóòü íàëåæàòè äî îäíîãî êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi ïîðîäæåíî¨ öi¹þ
òîòîæíiñòþ êîíãðóåíöi¨ ∼

Λ
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ðîçðiçíÿþòüñÿ ùîíàé-

áiëüøå ïîðÿäêîì äóæîê. Îòæå, äóæêè ìîæíà ïðîiãíîðóâàòè, à êëàñè
åêâiâàëåíòíîñòi êîíãðóåíöi¨ ∼

Λ
îòîòîæíèòè iç ñëîâàìè íàä àëôàâiòîì X.

Iç òåîðåìè 5.5 òîäi âèïëèâà¹, ùî â ìíîãîâèäi íàïiâãðóï âiëüíîþ àëãå-
áðîþ ç âiëüíîþ ñèñòåìîþ òâiðíèõX áóäå îïèñàíà íà ïî÷àòêó ðîçäiëó 2.2
âiëüíà íàïiâãðóïà X+.

Ïåðåõîäÿ÷è âiä íàïiâãðóï äî ìîíî¨äiâ, íàì òðåáà äîäàòè êîíñòàíòó
1 i òîòîæíîñòi x · 1 = x, 1 · x = x. ßêùî îòîòîæíèòè öþ êîíñòàíòó ç
ïóñòèì ñëîâîì, òî àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó îòðèìà¹ìî, ùî â ìíîãîâèäi
ìîíî¨äiâ âiëüíîþ àëãåáðîþ ç âiëüíîþ ñèñòåìîþ òâiðíèõ X áóäå âiëüíèé
ìîíî¨ä X∗.

Òðîõè ñêëàäíiøå îïèñóþòüñÿ âiëüíi àëãåáðè â ìíîãîâèäi ãðóï ÿê
àëãåáð ñèãíàòóðè (·,−1 , 1). Íåõàé X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíó

X ∪X−1 = {xε | x ∈ X, ε = ±1} ,

ïðè÷îìó åëåìåíòè x i x1 íå áóäåìî ðîçðiçíÿòè. Äëÿ ñëiâ iç (X ∪X−1)∗

áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñëîâî u îäåðæó¹òüñÿ ðåäóêöi¹þ ñëîâà v, ÿêùî u
îäåðæó¹òüñÿ ç v âèêèäàííÿì äåÿêîãî ïiäñëîâà âèãëÿäó xεx−ε, äå x ∈ X i
ε = ±1. Ñëîâî, ÿêå íå ìiñòèòü ïiäñëiâ âèãëÿäó xεx−ε, íàçâåìî íåñêîðîò-
íèì. Ïîçàÿê ïðè ðåäóêöi¨ äîâæèíà ñëîâà çìåíøó¹òüñÿ, òî â ðåçóëüòàòi
ðåäóêöié ç äàíîãî ñëîâà ðàíî ÷è ïiçíî îòðèìà¹òüñÿ íåñêîðîòíå.

ßêùî ïî÷àòêîâå ñëîâî ìiñòèòü êiëüêà ïiäñëiâ âèãëÿäó xεx−ε, òî ïðî-
öåñ çâåäåííÿ äî íåñêîðîòíîãî ñëîâà âèçíà÷åíèé íåîäíîçíà÷íî. Îäíàê
ðåçóëüòàò öüîãî ïðîöåñó ¹ îäíîçíà÷íèì.

Ëåìà 5.1. Íåñêîðîòíå ñëîâî, ÿêå îòðèìó¹òüñÿ ç äàíîãî çà äîïîìîãîþ
ðåäóêöié, âèçíà÷åíå îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî äîâîäèòè çà äîâæèíîþ l(ω) ïî÷àòêîâîãî ñëîâà ω.
Äëÿ ñëiâ äîâæèíè ≤ 2 òâåðäæåííÿ ëåìè î÷åâèäíå, ùî äà¹ áàçó iíäóêöi¨.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî äëÿ ñëiâ äîâæèíè, ìåíøî¨ íiæ l(ω), òâåðäæåííÿ
âæå äîâåäåíå. Î÷åâèäíî, ùî êîëè ñëîâî ω ìiñòèòü íå áiëüøå îäíîãî
ïiäñëîâà âèãëÿäó xεx−ε, òî ïðîöåñ éîãî çâåäåííÿ äî íåñêîðîòíîãî ñëîâà
¹ îäíîçíà÷íèì. Òîìó ðiçíi ïîñëiäîâíîñòi ðåäóêöié ìîæëèâi ëèøå òîäi,
êîëè ñëîâî ω ìiñòèòü êiëüêà ïiäñëiâ âèãëÿäó xεx−ε.
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Îòæå, íåõàé ìà¹ìî äâi ðiçíi ïîñëiäîâíîñòi ðåäóêöié. ßêùî ïåðøà ðå-
äóêöiÿ îáîõ ïîñëiäîâíîñòåé ñòîñóâàëàñÿ òîãî ñàìîãî ïiäñëîâà, òî îäíî-
çíà÷íiñòü âiäïîâiäíîãî íåñêîðîòíîãî ñëîâà âèïëèâà¹ ç ïðèïóùåííÿ ií-
äóêöi¨. Òîìó ëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ïåðøà ðåäóêöiÿ ñòî-
ñó¹òüñÿ ðiçíèõ ïiäñëiâ. Òóò ìîæëèâi äâà ïiäâèïàäêè.

I. Ïåðøi ðåäóêöi¨ äâîõ ðiçíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñòîñóþòüñÿ ñëiâ, ÿêi
ïåðåòèíàþòüñÿ. Öå ìîæëèâå, ÿêùî ñëîâî ω ìà¹ âèãëÿä ω = uxεx−εxεv i
â îäíîìó âèïàäêó ïåðøà ðåäóêöiÿ çíèùó¹ ïiäñëîâî xεx−ε, à â äðóãîìó �
ïiäñëîâî x−εxε. Â îáîõ âèïàäêàõ ïiñëÿ ïåðøî¨ ðåäóêöi¨ îòðèìó¹ìî ñëîâî
w = uxεv i îäíîçíà÷íiñòü âiäïîâiäíîãî íåñêîðîòíîãî ñëîâà âèïëèâà¹ ç
ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨.

II. Ïåðøi ðåäóêöi¨ ñòîñóþòüñÿ ñëiâ, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ó öüîìó
âèïàäêó ñëîâî ω ìà¹ âèãëÿä ω = w1x

εx−εw2y
ε′y−ε

′
w3 i ïåðøà ðåäóêöiÿ

ïåðøî¨ ïîñëiäîâíîñòi ðåäóêöié çíèùó¹ ïiäñëîâî xεx−ε, à äðóãî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi � ïiäñëîâî yε

′
y−ε

′
. Ïðèïóñòèìî, ùî â ðåçóëüòàòi ïåðøî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi ðåäóêöié îòðèìó¹ìî íåñêîðîòíå ñëîâî v, à â ðåçóëüòàòi äðóãî¨ �
íåñêîðîòíå ñëîâî u. Iç ðèñ. 7 âèäíî, ùî ç êîæíîãî iç ñëiâ w1w2y

ε′y−ε
′
w3

i w1x
εx−εw2w3 ðåäóêöi¹þ ìîæíî îòðèìàòè ñëîâî w1w2w3.

w1x
εx−εw2y

ε′y−ε
′
w3

��	 @@R
w1w2y

ε′y−ε
′
w3 w1x

εx−εw2w3

@@R ��	��	 @@R
w1w2w3u v

?
w

Ðèñ. 7

Íåõàé w � íåñêîðîòíå ñëîâî, ÿêå îòðèìó¹òüñÿ ç w1w2w3. Ïîçàÿê
êîæíå iç ñëiâ w1w2y

ε′y−ε
′
w3 i w1x

εx−εw2w3 ìà¹ ìåíøó äîâæèíó, íiæ ω,
òî, çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, u = w i w = v. Îòæå, u = v.

Íåõàé (X ∪X−1)∗ � âiëüíèé ìîíî¨ä íàä àëôàâiòîì X ∪X−1, à w �
íåñêîðîòíå ñëîâî, ÿêå îòðèìó¹òüñÿ iç ñëîâà w.

Ëåìà 5.2. Âiäíîøåííÿ ρ={(u, v) | u=v} ¹ êîíãðóåíöi¹þ íà (X∪X−1)∗.
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé u1 = u2 i v1 = v2. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è
ëåìó 5.1, îòðèìó¹ìî:

u1v1 = u1 v1 = u2 v2 = u2v2.

Òåîðåìà 5.6. Ôàêòîðíàïiâãðóïà G(X) = (X ∪X−1)∗/ρ ¹ âiëüíîþ ãðó-
ïîþ iç ñèñòåìîþ òâiðíèõ X.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî ñëîâà xε11 · · ·x
εk
k ∈ (X ∪X−1)∗ ìà¹ìî

(xε11 · · ·x
εk
k · x

−ε1
k · · ·x−ε11 , 1) ∈ ρ ,

òî ó ôàêòîðíàïiâãðóïi G(X) äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà iñíó¹ îáåðíåíèé.
Òîìó G(X) ¹ ãðóïîþ. ×åðåç π ïîçíà÷èìî êàíîíi÷íèé åïiìîðôiçì
(X ∪X−1)∗ → G(X).

Âiäîáðàæåííÿ µ : X → G(X) âèçíà÷à¹òüñÿ ïðèðîäíî: êîæíîìó åëå-
ìåíòó x ∈ X ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òîé êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi êîíãðó-
åíöi¨ ρ, ÿêèé ìiñòèòü ñëîâî x. Òîáòî µ ¹ îáìåæåííÿì íà X êàíîíi÷íîãî
åïiìîðôiçìó π. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà µ(X) ïîðîäæó¹ G(X) ÿê ãðóïó.

Ëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè âëàñòèâiñòü óíiâåðñàëüíîñòi. Íåõàé çàäàíî
âiäîáðàæåííÿ ν : X → G ìíîæèíè X ó äåÿêó ãðóïó G. Ðîçãëÿíåìî
âiäîáðàæåííÿ ψ : X ∪ X−1 → G, ïðè ÿêîìó äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X
ψ(x) = ν(x) i ψ(x−1) = ν(x)−1. Ïîçàÿê (X ∪X−1)∗ � âiëüíèé ìîíî¨ä, òî
öå âiäîáðàæåííÿ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ãîìîìîðôiçìó ψ̃ : (X ∪X−1)∗ → G
ìîíî¨äiâ. Ïîçàÿê äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X ìà¹ìî

ψ̃(xεx−ε) = ψ̃(xε)ψ̃(x−ε) = ψ̃(xε)ψ̃(xε)−1 = 1 ,

òî äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà v ∈ (X ∪X−1)∗ ìà¹ìî ψ̃(v) = ψ̃(v). À öå îçíà-
÷à¹, ùî ðiâíiñòü u = v òÿãíå çà ñîáîþ ðiâíiñòü ψ̃(u) = ψ̃(v), òîáòî ùî
ρ ⊆ Ker ψ̃. Àëå òîäi ç ïåðøî¨ òåîðåìè ïðî içîìîðôiçì (çàäà÷à 1.3) òà
îñíîâíî¨ òåîðåìè ïðî ãîìîìîðôiçìè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî ãîìî-
ìîðôiçìó φ : G(X)→ G, ùî ψ̃ = π ◦ φ.

Òåïåð äëÿ êîæíîãî x ∈ X ìà¹ìî:

ν(x) = ψ(x) = ψ̃(x) = φ(π(x)) = φ(µ(x)) .

Îòæå, µ ◦ φ = ν, ùî é äîâîäèòü óíiâåðñàëüíiñòü G(X).

5.3 Åêâiâàëåíòíiñòü ìíîãîâèäiâ

Íåõàé F (Ω, X) � àáñîëþòíî âiëüíà àëãåáðà ñèãíàòóðè Ω. Êîæåí ¨¨ åëå-
ìåíò � òåðì ω = ω(x1, . . . , xm) ñèãíàòóðè Ω � iíäóêó¹ íà äîâiëüíié àë-
ãåáði A ñèãíàòóðè Ω òàê çâàíó ïîõiäíó m-àðíó îïåðàöiþ

ω̃ : (a1, . . . , am) 7→ ω(a1, . . . , am) .
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Çìiñòîâíî îïåðàöiÿ ω̃ ¹ ðåçóëüòàòîì ïiäñòàíîâêè â ñëîâî ω(x1, . . . , xm)
çàìiñòü çìiííèõ xi åëåìåíòiâ ai, i = 1, . . . ,m. À ôîðìàëüíî ω̃(a1, . . . , am)
ìîæíà âèçíà÷èòè òàê: ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ X → A, ïðè ÿêîìó
xi 7→ ai, i = 1, . . . ,m. Çà îñíîâíîþ âëàñòèâiñòþ âiëüíî¨ àëãåáðè öå âiäî-
áðàæåííÿ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ãîìîìîðôiçìó φ : F (Ω, X) → A. Òîäi
ω̃(a1, . . . , am) = φ(ω).

Ñóêóïíiñòü W (Ω) ïîõiäíèõ îïåðàöié óòâîðþ¹ òàê çâàíó ïîõiäíó
ñèãíàòóðó ñèãíàòóðè Ω. Iç òåîðåìè Áiðêãîôà âèïëèâà¹, ùî êîëè îïå-
ðàöi¨ ïîõiäíî¨ ñèãíàòóðè W (Ω) ïîøèðèòè íà âñi àëãåáðè ìíîãîâèäó
M = (Ω,Λ), òî âií ñòà¹ ìíîãîâèäîì àëãåáð ñèãíàòóðèW (Ω). Òàê óòâîðå-
íèé ìíîãîâèä ïîçíà÷à¹òüñÿ W (M) i íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíèì ìíîãîâèäîì
ìíîãîâèäó M.

Çàçâè÷àé ðîçãëÿäà¹òüñÿ íå âñÿ ïîõiäíà ñèãíàòóðà, à ëèøå äåÿêi îïå-
ðàöi¨ ç W (Ω). Çîêðåìà, äëÿ íèõ ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ âëàñíi ïî-
çíà÷åííÿ.

Ïðèêëàä 5.1. Ïðàâå a/b := ab−1 òà ëiâå a\b := a−1b äiëåííÿ ¹ ïîõiäíè-
ìè îïåðàöiÿìè â ãðóïàõ ÿê óíiâåðñàëüíèõ àëãåáðàõ ñèãíàòóðè (·,−1 , 1).
Çîêðåìà, ó êëàñi ãðóï äëÿ öèõ îïåðàöié âèêîíóþòüñÿ òîòîæíîñòi

a/(b/b) = a, (a\a)\b = b .

Ìíîãîâèäè M1 = (Ω1,Λ1) i M2 = (Ω2,Λ2) íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåí-
òíèìè çà Ìàëüöåâèì, ÿêùî êîæíó îïåðàöiþ ñèãíàòóðè Ω2 ìîæíà òàê
çàïèñàòè ó âèãëÿäi ïîõiäíî¨ îïåðàöi¨ ñèãíàòóðè Ω1 (i íàâïàêè), ùî âñi
òîòîæíîñòi ç Λ2 ñòàíóòü íàñëiäêàìè òîòîæíîñòåé iç Λ1 (i íàâïàêè).

Òâåðäæåííÿ 5.4. Ìíîãîâèä ñèãíàòóðè (−, 0), âèçíà÷åíèé òîòîæíî-
ñòÿìè

x− x = 0, 0− (0− x) = x i (x− y)− z = (x− z)− y , (5.7)

åêâiâàëåíòíèé çà Ìàëüöåâèì ìíîãîâèäó àáåëåâèõ ãðóï ó ñèãíàòóði
(·,−1 , e).

Äîâåäåííÿ. Îïåðàöiÿì îäíi¹¨ ñèãíàòóðè ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òàêi
ïîõiäíi îïåðàöi¨ iíøî¨ ñèãíàòóðè:

e↔ 0, x−1 ↔ 0− x, xy ↔ x− (0− y), x− y ↔ xy−1.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ç òîòîæíîñòåé (5.5) i x · y = y · x âèïëèâàþòü
òîòîæíîñòi (5.7):

x− x = x · x−1 = e = 0; 0− (0− x) = e · (x−1)−1 = e · x = x;

(x− y)− z = (xy−1) · z−1 = (xz−1) · y−1 = (x− z)− y .
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Iç òîòîæíîñòåé (5.7), ó ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâàþòü (5.5) i x · y = y · x.
Ñïðàâäi,

x−1 · x = (0− x)− (0− x) = 0 = e;

e · x = 0− (0− x) = x;

x · y = x− (0− y) =
(
0− (0− x)

)
− (0− y) =

=
(
0− (0− y)

)
− (0− x) = y − (0− x) = y · x;

(x · y) · z = (y · x) · z =
(
y − (0− x)

)
− (0− z) =

=
(
y − (0− z)

)
− (0− x) = (y · z) · x = x · (y · z).

Iíøi ïðèêëàäè åêâiâàëåíòíîñòi ìíîãîâèäiâ ¹ â çàäà÷àõ 3.44�45
i 3.18�20.

5.4 Òåîðåìà Ìàëüöåâà

Òåîðåìà 3.4 ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ ìîäóëÿðíîñòi ðåøiòêè Con (A) êîíãðó-
åíöié àëãåáðè A äîñòàòíüî, ùîá êîíãðóåíöi¨ êîìóòóâàëè ÿê áiíàðíi âiä-
íîøåííÿ. Õîðîøèé êðèòåðié êîìóòóâàííÿ êîíãðóåíöié äà¹ òàêà

Òåîðåìà 5.7 (Ìàëüöåâ). Ó êîæíié àëãåáði ìíîãîâèäó (Ω,Λ) êîíãðóåí-
öi¨ áóäóòü ïîïàðíî ïåðåñòàâíèìè òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêèé
Ω-òåðì ω(x, y, z) âiä çìiííèõ x, y, z, ùî â óñiõ àëãåáðàõ iç (Ω,Λ) âèêî-
íóþòüñÿ òîòîæíîñòi ω(x, x, z) = z i ω(x, z, z) = x.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ó êîæíié àëãåáði ìíîãîâèäó (Ω,Λ)
óñi êîíãðóåíöi¨ ïîïàðíî ïåðåñòàâíi. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ òà-
êèé Ω-òåðì ω(x, y, z), ùî ó âiëüíié àëãåáði F = F (x, y, z) ìíîãîâèäó
(Ω,Λ) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi ω(x, x, z) = z i ω(x, z, z) = x. Äëÿ öüî-
ãî ðîçãëÿíåìî ùå âiëüíó àëãåáðó G = G(u, v) i òàêi ãîìîìîðôiçìè
φ1, φ2 : F → G, ùî

φ1(x) = φ1(y) = φ2(x) = u, φ1(z) = φ2(y) = φ2(z) = v.

Ïîçàÿê (x, z) ∈ Kerφ1 ◦Kerφ2 i Kerφ1 ◦Kerφ2 = Kerφ2 ◦Kerφ1, òî iñíó¹
òàêå ñëîâî ω = ω(x, y, z), ùî

(x, ω) ∈ Kerφ2 i (ω, z) ∈ Kerφ1 .

Òîìó

ω(u, u, v) = ω(φ1(x), φ1(y), φ1(z)) = φ1(ω(x, y, z)) = φ1(z) = v ,

ω(u, v, v) = ω(φ2(x), φ2(y), φ2(z)) = φ2(ω(x, y, z)) = φ2(x) = u .
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð ãîìîìîðôiçì ψ : G → F , äëÿ ÿêîãî ψ(u) = x,
ψ(v) = z. Òîäi

ω(x, x, z) = ω(ψ(u), ψ(u), ψ(v)) = ψ(ω(u, u, v)) = ψ(v) = z,

ω(x, z, z) = ω(ψ(u), ψ(v), ψ(v)) = ψ(ω(u, v, v)) = ψ(u) = x.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé òåïåð A ∈ (Ω,Λ), ρ1, ρ2 � êîíãðóåíöi¨ íà A i
(a, b) ∈ ρ1 ◦ ρ2. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò c ∈ A, ùî a, c) ∈ ρ1 i (c, b) ∈ ρ2.
Îñêiëüêè a = ω(a, b, b) i (ω(a, b, b), ω(a, c, b)) ∈ ρ2, òî (a, ω(a, c, b)) ∈ ρ2.
Àíàëîãi÷íî ç ðiâíîñòi b = ω(a, a, b) âèïëèâà¹, ùî (ω(a, c, b), b) ∈ ρ1. Îò-
æå, (a, b) ∈ ρ2 ◦ ρ1 i ρ1 ◦ ρ2 ⊆ ρ2 ◦ ρ1.

Çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Íàñëiäîê 5.5. ßêùî ñèãíàòóðà Ω ìíîãîâèäó M = (Ω,Λ) ìiñòèòü ãðó-
ïîâi îïåðàöi¨ ·,−1, e (òîáòî îïåðàöi¨ ·,−1, e, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìàì
ãðóïè), òî â êîæíié àëãåáði ç M êîíãðóåíöi¨ ïîïàðíî ïåðåñòàâíi.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü çàóâàæèòè, ùî ãðóïîâå ñëîâî ω = xy−1z çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè òåîðåìè 5.7.

5.5 Çàäà÷i

1. ×è óòâîðþ¹ ìíîãîâèä êëàñ ìîäóëÿðíèõ ðåøiòîê?

2. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 1 ãðóïè åêñïîíåíòè n óòâî-
ðþþòü ìíîãîâèä àëãåáð ñèãíàòóðè (·,−1 , 1). Âèïèøiòü òîòîæíîñòi, ÿêi
çàäàþòü öåé ìíîãîâèä.

3. Äîâåäiòü, ùî êîæåí ìíîãîâèä óíàðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ òîòîæíiñòþ
âèãëÿäó àáî fk(x) = fm(x), àáî fk(x) = fk(y).

4. Îïèøiòü âiëüíi àëãåáðè ìíîãîâèäó óíàðiâ, ÿêèé çàäà¹òüñÿ òîòîæíiñòþ
fk(x) = x.

5. Îïèøiòü íàéìåíøèé ìíîãîâèä óíàðiâ, ÿêèé ìiñòèòü òàêèé óíàð:

a) ⟨{a, b, c}; f⟩, äå f(a) = b, f(b) = c, f(c) = a;

b) ⟨{a, b}; f⟩, äå f(a) = f(b) = b;

c) ⟨{a1, a2, a3, . . .}; f⟩, äå f(ai) = ai+1 äëÿ âñiõ i > 0.

6. Îïèøiòü íàéìåíøèé ìíîãîâèä êîìóòàòèâíèõ àñîöiàòèâíèõ êiëåöü ç îäè-
íèöåþ, ÿêèé ìiñòèòü êiëüöå Zp.

7. Äîâåäiòü, ùî êîæíèé ìíîãîâèä àáåëåâèõ ãðóï âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ òî-
òîæíiñòþ âèãëÿäó nx = 0.

8. Îïèøiòü âiëüíi àëãåáðè ìíîãîâèäó àáåëåâèõ ãðóï, çàäàíîãî òîòîæíiñòþ
nx = 0.
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9. ßêó íåîáõiäíó é äîñòàòíþ óìîâó ìà¹ çàäîâîëüíÿòè ñêií÷åííà àáåëåâà
ãðóïà, ùîá áóòè âiëüíîþ àëãåáðîþ â ÿêîìóñü ìíîãîâèäi àáåëåâèõ ãðóï?

10. Îïèøiòü íàéìåíøèé ìíîãîâèä àáåëåâèõ ãðóï, ÿêèé ìiñòèòü: a) ãðó-
ïó Cn; b) ãðóïè Cn i Cn; c) ãðóïó Z.

11. ×åðåç VarA ïîçíà÷à¹òüñÿ íàéìåíøèé ìíîãîâèä, ÿêèé ìiñòèòü äàíó àë-
ãåáðó A. Äîâåäiòü, ùî êîëè àëãåáðà A � ñêií÷åííà, òî êîæíà ñêií÷åí-
íîïîðîäæåíà àëãåáðà ç VarA òàêîæ ñêií÷åííà.

12. Äîâåäiòü, ùî íàéìåíøèé ìíîãîâèä M, ÿêèé ìiñòèòü äàíèé êëàñ àëãåáð
R, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ içîìîðôíèõ îáðàçiâ ôàêòîðàëãåáð ïiäàëãåáð ïðÿ-
ìèõ äîáóòêiâ àëãåáð iç R.

13. Äîâåäiòü, ùî êîëè ìíîæèíèX i Y ðiâíîïîòóæíi, òî âiëüíi àëãåáðè êëàñó
M iç âiëüíèìè ñèñòåìàìè òâiðíèõ X i Y � içîìîðôíi.

14. Äîâåäiòü, ùî êëàñ óñiõ íiëüïîòåíòíèõ íàïiâãðóï íå ¹ ìíîãîâèäîì i â
íüîìó íåìà âiëüíèõ àëãåáð.

15. Äîâåäiòü, ùî êëàñ óñiõ àñîöiàòèâíèõ íiëüïîòåíòíèõ ëiíiéíèõ àëãåáð íàä
äàíèì ïîëåì P a) íå ¹ ìíîãîâèäîì; b) íå ìiñòèòü âiëüíèõ àëãåáð.

16. Äîâåäiòü, ùî êëàñ íiëüïîòåíòíèõ íàïiâãðóï ñòóïåíÿ íiëüïîòåíòíîñòi
≤ n ¹ ìíîãîâèäîì, i îïèøiòü âiëüíi îá'¹êòè öüîãî ìíîãîâèäó.

17. Äîâåäiòü, ùî êëàñ àñîöiàòèâíèõ íiëüïîòåíòíèõ ëiíiéíèõ àëãåáð íàä äà-
íèì ïîëåì P ñòóïåíÿ íiëüïîòåíòíîñòi ≤ n ¹ ìíîãîâèäîì, i îïèøiòü âiëü-
íi àëãåáðè öüîãî ìíîãîâèäó.

18. Äîâåäiòü, ùî êîëè ïîêëàñòè a\b = a−1b, b/a = ba−1, òî êëàñ ãðóï
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîãîâèä àëãåáð ñèãíàòóðè (·, \, /), âèçíà÷åíèé
òîòîæíîñòÿìè (xy)z = x(yz), x(x\y) = y, (y/x)x = y, x\xy = y,
yx/x = y .

19. Äîâåäiòü, ùî êëàñ ãðóï ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîãîâèä àëãåáð ñèãíà-
òóðè, ÿêà ìiñòèòü ¹äèíó áiíàðíó äiþ b/a (äèâ. çàäà÷ó 18).

20. Äîâåäiòü, ùî âèçíà÷åíèé òîòîæíiñòþ a/((b/c)/(b/a)) = c ìíîãîâèä àë-
ãåáð iç ¹äèíîþ áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ b/a åêâiâàëåíòíèé çà Ìàëüöåâèì
ìíîãîâèäó ãðóï ÿê àëãåáð ñèãíàòóðè (·,−1 , e).
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6 Ïîëÿ p-àäè÷íèõ ÷èñåë

6.1 Êiëüöå öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë

Íåõàé (A,+) � çàïèñàíà àäèòèâíî àáåëåâà ãðóïà. Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ
åíäîìîðôiçìiâ φ i ψ ãðóïè A âèçíà÷èìî ¨õ ñóìó φ+ ψ:

(φ+ ψ)(x) := φ(x) + ψ(x) . (6.1)

Îñêiëüêè

(φ+ ψ)(x+ y) = φ(x+ y) + ψ(x+ y) = (φ(x) + φ(y)) + (ψ(x) + ψ(y)) =

= (φ(x) + ψ(x)) + (φ(y) + ψ(y)) = (φ+ ψ)(x) + (φ+ ψ)(y) ,

òî ñóìà äâîõ åíäîìîðôiçìiâ çíîâó ¹ åíäîðôiçìîì.

Òâåðäæåííÿ 6.1. Ìíîæèíà EndA åíäîìîðôiçìiâ àáåëåâî¨ ãðóïè A iç
âèçíà÷åíèì çà äîïîìîãîþ (6.1) äîäàâàííÿì i çâè÷àéíèì ìíîæåííÿì
åíäîìîðôiçìiâ óòâîðþ¹ àñîöiàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ.

Äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî áåçïîñåðåäíüî¨ ïåðåâiðêè àêñiîì àñîöiàòèâ-
íîãî êiëüöÿ. Îäèíèöåþ áóäå òîòîæíèé àâòîìîðôiçì.

Ïðèêëàä Êiëüöåì åíäîìîðôiçìiâ àáåëåâî¨ ãðóïè Zp ⊕ · · · ⊕ Zp ¹
êiëüöå ìàòðèöü Mn(Zp).

Íåõàé Cpk � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà âñiõ êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ iç
1 ñòåïåíÿ pk. Öÿ ãðóïà öèêëi÷íà i òâiðíèì åëåìåíòîì ìîæíà âçÿòè
ak = cos 2π

pk
+ i sin 2π

pk
. Òàêèé âèáið òâiðíèõ åëåìåíòiâ ó ãðóïàõ Cpk , k ≥ 1,

óçãîäæåíèé ó òîìó ñåíñi, ùî äëÿ âñiõ k áóäå apk+1 = ak.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ãðóïó Cp∞ =

∪
kCpk . Îñêiëüêè ìíîæèíà {ak | k ≥1}

¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ ãðóïè Cp∞ , òî êîæåí åíäîìîðôiçì φ ∈ End(Cp∞)
ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¹þ äi¹þ íà åëåìåíòè ak. Äëÿ îïèñó åíäîìîð-
ôiçìiâ íàì áóäå çðó÷íî ïåðåéòè âiä ìóëüòèïëiêàòèâíîãî çàïèñó ãðóïîâî¨
îïåðàöi¨ â Cp∞ äî àäèòèâíîãî. Çîêðåìà, ðiâíiñòü apk+1 = ak ïåðåéäå â
ðiâíiñòü pak+1 = ak.

Çàôiêñó¹ìî òåïåð åíäîìîðôiçì φ i íåõàé φ(ak)=mkak, äå 0 ≤mk<p
k.

Iç óçãîäæåíîñòi ñèñòåìè òâiðíèõ {ak | k ≥ 1} ìà¹ìî òàêèé ëàíöþæîê
iìïëiêàöié:

pak+1 = ak ⇒ φ(pak+1) = φ(ak) ⇒ pmk+1ak+1 = mkak ⇒
⇒ mk+1ak = mkak ⇒ mk+1 ≡ mk (mod pk).
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Òàêèì ÷èíîì, åíäîìîðôiçì φ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ

(m1,m2,m3, . . .), äå 0 ≤ mk<p
k, mk+1≡mk (mod pk), k=1, 2, . . . .

(6.2)
Iç äðóãîãî áîêó, êîæíà ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó (6.2) âèçíà÷à¹ ïåâíèé åí-
äîìîðôiçì ãðóïè Cp∞ . Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî êîëè åíäîìîðôiçìè φ
i ψ çàäàþòüñÿ âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòÿìè (m1,m2, . . .) i (n1, n2, . . .), òî
¨õ ñóìi φ+ ψ âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíiñòü

(u1, u2, u3, . . .), äå uk = (mk + nk) mod pk äëÿ âñiõ k , (6.3)

à äîáóòêîâi φψ � ïîñëiäîâíiñòü

(v1, v2, v3, . . .), äå vk = mknk mod pk äëÿ âñiõ k . (6.4)

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî êiëüöå End(Cp∞) áóäå êîìóòàòèâíèì.

Åëåìåíòè êiëüöÿ End(Cp∞) çðó÷íî çàäàâàòè ó òðîõè iíøèé ñïîñiá.
Îñêiëüêè mk+1 ≡ mk(mod pk) i 0 ≤ mk+1 < pk+1, òî mk+1 ìîæíà çà-
ïèñàòè ó âèãëÿäi mk+1 = mk + αkp

k, äå 0 ≤ αk < p. ßêùî äîäàòêîâî
ïîçíà÷èòè m1 = α0, òî ìà¹ìî:

m1=α0, m2=α0+α1p, m3=α0+α1p+α2p
2, m4=α0+α1p+α2p

2+α3p
3, ...

Òîìó ïîñëiäîâíîñòi (6.2) ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü íåñêií÷åííó
ôîðìàëüíó ñóìó

α0 + α1p+ α2p
2 + α3p

3 + · · · , 0 ≤ αi < p, i = 0, 1, 2, . . . . (6.5)

Ñóìà (6.5) äóæå íàãàäó¹ çàïèñ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç
îñíîâîþ p. Äîäàâàííÿ é ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ êiëüöÿ End(Cp∞), çàäàíèõ
òàêèìè ñóìàìè, òàêîæ ïîäiáíå äî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë é âèêîíó¹òüñÿ �ïîðîçðÿäíî�: äîäà¹ìî ÷è ïåðåìíîæó¹ìî äâi òà-
êi ñóìè ôîðìàëüíî, ïîòiì çáèðà¹ìî çáèðà¹ìî êîåôiöi¹íòè ïðè äàíîìó
ðîçðÿäi pk, îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ñóìè öèõ êîåôiöi¹íòiâ íà p ïèøåìî
ïðè pk, à ÷àñòêó ïåðåíîñèìî â íàñòóïíèé ðîçðÿä (òîáòî ïðè �ïåðåïîâ-
íåííi� ðîçðÿäó âiäáóâà¹òüñÿ �ïåðåíåñåííÿ� â íàñòóïíèé ðîçðÿä). Íàïðè-
êëàä, ïðè p = 7:

(2+1 · 7+3 · 72+0 · 73+5 · 74+· · · ) + (4+1 · 7+6 · 72+2 · 73+3 · 74+· · · )=
= 6 + 2 · 7 + 2 · 72 + 3 · 73 + 1 · 74 + · · · ;

(2+1 · 7+3 · 72+0 · 73+5 · 74+· · · ) · (4+1 · 7+6 · 72+2 · 73+3 · 74+· · · )=
= 1 + 0 · 7 + 5 · 72 + 2 · 73 + 6 · 74 + · · · .
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ßêùî åëåìåíòè êiëüöÿ End(Cp∞) çàäàþòüñÿ ó âèãëÿäi ñóì (6.5), òî
¨õ çàçâè÷àé íàçèâàþòü öiëèìè p-àäè÷íèìè ÷èñëàìè, à ñàìå êiëüöå ïî-
çíà÷àþòü Z(p) i íàçèâàþòü êiëüöåì öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë.

Âïðàâà 6.1. Íåõàé αk � öå ïåðøèé íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò åëåìåíòà
a = α0 + α1p+ α2p

2 + α3p
3 + · · · iç Z(p). Ïåðåâiðòå, ùî åëåìåíò

−a = (p− αk)pk + (p− 1− αk+1)p
k+1 +

+ (p− 1− αk+2)p
k+2 + · · ·+ (p− 1− αk+m)pk+m + · · ·

áóäå ïðîòèëåæíèì äî a.

ßêùî çàïèñàíå â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ p íàòóðàëüíå ÷èñëî
n = α0 + α1p+ · · ·+ αkp

k îòîòîæíèòè ç ñóìîþ

α0 + α1p+ · · ·+ αkp
k + 0 · pk+1 + 0 · pk+2 + 0 · pk+3 + · · · ,

òî îäåðæèìî ïðèðîäíå çàíóðåííÿ ìíîæèíè N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë â Z(p),
ÿêå çáåðiãà¹ äîäàâàííÿ é ìíîæåííÿ. Öå çàíóðåííÿ ìîæíà ïðèðîäíî ïðî-
äîâæèòè äî çàíóðåííÿ Z ↪→ Z(p) (iç âïðàâè 6.1 âèïëèâà¹, ùî âiä'¹ìíèì
öiëèì ÷èñëàì áóäóòü âiäïîâiäàòè ñóìè âèãëÿäó (6.5), ó ÿêèõ iç ïåâíîãî
ìiñöÿ âñi êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü p− 1).

Òåîðåìà 6.1. Êiëüöå Z(p) ¹ êiëüöåì áåç äiëüíèêiâ 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a ̸= 0 i b ̸= 0. ßêùî αk � ïåðøèé íåíóëüîâèé êîåôi-
öi¹íò ÷èñëà a = α0 + α1p+ · · · , à βl � ïåðøèé íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò
÷èñëà b = β0 + β1p+ · · · , òî γk+l = αkβlmod p � ïåðøèé íåíóëüîâèé
êîåôiöi¹íò ÷èñëà ab = γ0 + γ1p+ · · · . Îòæå, ab ̸= 0.

Çàóâàæåííÿ. Iíøå äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 6.1 ìîæíà îäåðæàòè iç çà-
äà÷i 1.

Òâåðäæåííÿ 6.2. Åëåìåíò a = α0 + α1p+ α2p
2 + · · · êiëüöÿ Z(p) áóäå

îáîðîòíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè α0 ̸= 0

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü óìîâè î÷åâèäíà. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi
âêàæåìî àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ îáåðíåíîãî åëåìåíòà. Îòæå, íåõàé α0 ̸= 0.
Êîåôiöi¹íòè åëåìåíòà b = β0 + β1p+ β2p

2 + · · ·, îáåðíåíîãî äî a, áóäå-
ìî øóêàòè ïîñëiäîâíî, âèõîäÿ÷è ç ðiâíîñòi

(α0 + α1p+ α2p
2 + · · · ) · (β0 + β1p+ β2p

2 + · · · ) = 1 + 0 · p+ 0 · p2 + · · · .

Êîåôiöi¹íò β0 ìîæíà çíàéòè ç êîíãðóåíöi¨

α0β0 ≡ 1 (mod p) ,
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áî α0 ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì çà ìîäóëåì p. Äàëi ç êîíãðóåíöi¨

α0β1 + α1β0 + δ1 ≡ 0 (mod p) ,

äå δ1 = α0β0−1
p , çíàõîäèìî β1. I ò. ä. ×åðãîâèé êîåôiöi¹íò βk çíàõîäèìî

ç êîíãðóåíöi¨

α0βk + α1βk−1 + · · ·+ αkβ0 + δk ≡ 0 (mod p) ,

äå δk = α0βk−1+α1βk−2+···+αk−1β0+δk−1

p . Îòæå, òàêèì ÷èíîì ìîæíà çíàéòè
âñi êîåôiöi¹íòè åëåìåíòà b.

Iç òâåðäæåííÿ 6.2 âèïëèâà¹, ùî êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò b êiëüöÿ
Z(p) îäíîçíà÷íî çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi b = pka, äå åëåìåíò a ¹ îáî-
ðîòíèì. Ñïðàâäi, ÿêùî βk � ïåðøèé íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò åëåìåíòà
b = β0 + β1p+ · · · , òî

b = pk · (βk + βk+1p+ βk+2p
2 + · · · ) (6.6)

i åëåìåíò a = βk + βk+1p + βk+2p
2 + · · · ¹ îáîðîòíèì. Òàêèì ÷èíîì, iç

òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâàíîñòi â êiëüöi Z(p) ¹ òiëüêè îäèí ïðîñòèé åëåìåíò
� öå p.

Iç iñíóâàííÿ äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ðîçêëàäó (6.6) îäðàçó âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 6.3. Êîæåí iäåàë êiëüöÿ Z(p) ìà¹ âèãëÿä pkZ(p). Çîêðå-
ìà, óñi iäåàëè ¹ ãîëîâíèìè i óòâîðþþòü çà âêëþ÷åííÿì ñïàäíèé ëàí-
öþã

Z(p) ⊃ pZ(p) ⊃ p2Z(p) ⊃ p3Z(p) ⊃ · · · ⊃ pnZ(p) ⊃ · · · .

6.2 Ïîëå ÷àñòîê

Íåõàé A � îáëàñòü öiëiñíîñòi (òîáòî êîìóòàòèâíå àñîöiàòèâíå êiëüöå ç
îäèíèöåþ i áåç äiëüíèêiâ íóëÿ), à S � ïiäìîíî¨ä ìîíî¨äà ⟨A; ·⟩, ïðè÷îìó
0 ̸∈ S. Óïîðÿäêîâàíó ïàðó (a, u), äå a ∈ A i u ∈ S, áóäåìî íàçèâàòè

äðîáîì i çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi
a

u
. Êîìïîíåíòè a i u íàçèâà¹òüñÿ âiäïî-

âiäíî ÷èñåëüíèêîì i çíàìåííèêîì äðîáó
a

u
. Íà ìíîæèíi M óñiõ äðîáiâ

âèçíà÷èìî äi¨
a

u
+
b

v
:=

av + bu

uv
,

a

u
· b
v
:=

ab

uv
(6.7)

i ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ

a

u
∼ b

v
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè av = bu .
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Öå âiäíîøåííÿ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Ñïðàâäi, ðåôëåêñèâíiñòü
i ñèìåòðè÷íiñòü öüîãî âiäíîøåííÿ î÷åâèäíi. Äëÿ äîâåäåííÿ òðàíçèòèâ-

íîñòi ïðèïóñòèìî, ùî
b

v
∼ c

w
, òîáòî ùî bw = cv. Òîäi

avw = buw = cuv .

Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ ðiâíîñòi avw = cuv íà v îòðèìó¹ìî aw = cu. Îòæå,
a

u
∼ b

v
.

Ëåìà 6.1. Äi¨ (6.7) íà ìíîæèíi M óçãîäæåíi ç âiäíîøåííÿì åêâiâà-

ëåíòíîñòi ∼. Òîáòî ÿêùî a1
u1
∼ a2
u2

i
b1
v1
∼ b2
v2

, òî

a1
u1

+
b1
v1
∼ a2
u2

+
b2
v2

i
a1
u1
· b1
v1
∼ a2
u2
· b2
v2
.

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà.

Óçãîäæåíiñòü äié (6.7) iç âiäíîøåííÿì ∼ äîçâîëÿ¹ ïåðåíåñòè öi äi¨
íà ôàêòîðìíîæèíó M/∼, ÿêó áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì AS−1. Äî-
ïóñêàþ÷è ïåâíó âîëüíiñòü, ìè ïîçíà÷àòèìåìî îäíàêîâî äðiá i òîé êëàñ
åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîøåííÿ ∼, ÿêèé öåé äðiá ìiñòèòü. Äðîáè, ÿêi ïî-
òðàïëÿþòü â îäèí êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi, áóäåìî íàçèâàòè ðiâíèìè, à
çàìiñòü çíàêó ∼ ïèñàòè çíàê ðiâíîñòi =. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
s ∈ S âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

a

u
∼ as

us
, òîáòî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê äðîáó

ìîæíà ñêîðî÷óâàòè (äîìíîæóâàòè) íà ñïiëüíèé ìíîæíèê.

Òåîðåìà 6.2. Ìíîæèíà AS−1 ç äiÿìè (6.7) ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi. Âiäî-

áðàæåííÿ φ : A → AS−1, a 7→ a

1
, (òî÷íiøå, a ïåðåõîäèòü ó òîé êëàñ

åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîøåííÿ ∼, ùî ìiñòèòü a
1
) ¹ ìîíîìîðôiçìîì êiëåöü.

Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà u ∈ S éîãî îáðàç
u

1
ó êiëüöi AS−1 ¹ îáîðîòíèì.

Äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè çâîäèòüñÿ äî áåçïîñåðåäíüî¨ ïå-
ðåâiðêè àêñiîì îáëàñòi öiëiñíîñòi. Çàóâàæèìî, ùî îäèíèöåþ â AS−1 áóäå

êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêèé ìiñòèòü äðiá
1

1
(òóäè ïîòðàïëÿþòü óñi äðîáè

âèãëÿäó
u

u
i òiëüêè âîíè). Íóëåì áóäå êëàñ äðîáiâ âèãëÿäó

0

u
.
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ßêùî
a

1
∼ b

1
, òî a · 1 = b · 1, òîáòî a = b. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ φ ¹

ií'¹êòèâíèì. Ãîìîìîðôíiñòü âiäîáðàæåííÿ φ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

φ(a) + φ(b) =
a

1
+
b

1
=
a+ b

1
= φ(a+ b);

φ(a) · φ(b) = a

1
· b
1
=
ab

1
= φ(ab).

ßêùî u ∈ S, òî ñåðåä äðîáiâ ¹ é äðiá 1

u
. Ç ðiâíîñòi

u

1
· 1
u
=
u · 1
1 · u

=
1

1

âèïëèâà¹, ùî äðiá
1

u
¹ îáåðíåíèì äî

u

1
.

Êiëüöå AS−1 íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ÷àñòîê (àáî êiëüöåì âiäíîøåíü).

Îòîòîæíþþ÷è åëåìåíò a ∈ A iç äðîáîì
a

1
(òî÷íiøå, ç êëàñîì åêâiâà-

ëåíòíîñòi, ùî ìiñòèòü öåé äðiá), ìîæåìî ââàæàòè A ïiäêiëüöåì êiëü-
öÿ AS−1.

Íàéâàæëèâiøèì ¹ âèïàäîê, êîëè ìîíî¨ä S çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ
A r {0} óñiõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ç A. Òîäi êiëüöå ÷àñòîê AS−1 áóäå
ïîëåì, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì ÷àñòîê êiëüöÿ A. Ñïðàâäi, ó öüîìó âè-
ïàäêó äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî äðîáó

a

u
êiëüöå AS−1 ìiñòèòü i äðiá

u

a
.

Îñêiëüêè
a

u
· u
a
=
au

ua
=

1

1
, òî åëåìåíò

a

u
¹ îáîðîòíèì.

Ïðèêëàäè. 1. Ïîëå Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ ïîëåì ÷àñòîê êiëüöÿ Z
öiëèõ ÷èñåë.

2. Ïîëå P (x) ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié ¹ ïîëåì ÷àñòîê êiëüöÿ ìíîãî-
÷ëåíiâ P [x] ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ P .

Îçíà÷åííÿ 6.1. Ïîëå ÷àñòîê êiëüöÿ Z(p) öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë íàçè-
âà¹òüñÿ ïîëåì p-àäè÷íèõ ÷èñåë i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì Qp.

ßê ó êîæíîìó ïîëi ÷àñòîê, äîâiëüíi p-àäè÷íi ÷èñëà ìîæíà çîáðà-
æóâàòè ó âèãëÿäi âiäíîøåííÿ

a

b
äâîõ öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë. Ó òàêîãî

çîáðàæåííÿ ¹ äâà íåäîëiêè: ïî-ïåðøå, âîíî äåùî ãðîìiçäêå, ïî-äðóãå, ÿê
âèïëèâà¹ iç çàóâàæåííÿ ïåðåä òåîðåìîþ 6.2, íå ¹ îäíîçíà÷íèì. Àëå äëÿ
p-àäè÷íèõ ÷èñåë ìîæíà çàïðîïîíóâàòè çðó÷íiøå çîáðàæåííÿ. Ñïðàâ-
äi, äëÿ êîæíîãî öiëîãî p-àäè÷íîãî ÷èñëà iñíó¹ ðîçêëàä âèãëÿäó (6.6).
Íåõàé òåïåð

a = pm · (α0 + α1p+ α2p
2 + · · · ) = pm · a1
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i
b = pl · (β0 + β1p+ β2p

2 + · · · ) = pl · b1,

ïðè÷îìó α0 ̸= 0 i β0 ̸= 0. Îñêiëüêè äëÿ b1 ó êiëüöi Z(p) iñíó¹ îáåðíåíèé

åëåìåíò b−1
1 , òî äëÿ äðîáó

a

b
ìà¹ìî:

a

b
=
pm · a1
pl · b1

= pm−l · (γ0 + γ1p+ γ2p
2 + · · · ) ,

äå γ0 + γ1p+ γ2p
2 + · · · = a1b

−1
1 i γ0 ̸= 0. Îòæå, äëÿ

a

b
ìè òåæ îòðèìàëè

ðîçêëàä âèãëÿäó (6.6), òiëüêè òåïåð ïîêàçíèê m − l ñòåïåíÿ ÷èñëà p
ìîæå áóòè äîâiëüíèì öiëèì ÷èñëîì.

Òàêèì ÷èíîì, çàïèñ öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë ó âèãëÿäi ôîðìàëüíèõ
ñóì (6.5) óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà äîâiëüíi p-àäè÷íi ÷èñëà:

êîæíå p-àäè÷íå ÷èñëî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî¨ ôîð-
ìàëüíî¨ ñóìè

α−kp
−k+α−(k−1)p

−(k−1)+· · ·+α−1p
−1+α0+α1p+· · ·+αnpn+· · · , (6.8)

ÿêà ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ÷ëåíiâ iç âiä'¹ìíèìè ñòåïåíÿ-
ìè p i êîåôiöi¹íòè ÿêî¨ äëÿ âñiõ i çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü 0 ≤ ai < p.

Çðîçóìiëî, ùî ç òî÷íiñòþ äî êiëüêîñòi íóëüîâèõ ÷ëåíiâ íà ïî÷àòêó
ôîðìàëüíà ñóìà (6.8) âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî. Ïðàâèëà îïåðàöié iç çà-
ïèñàíèìè ó âèãëÿäi ñóì (6.5) öiëèìè p-àäè÷íèìè ÷èñëàìè î÷åâèäíèì
÷èíîì ïåðåíîñÿòüñÿ i íà ñóìè (6.8)15.

Êîðîòêî ñóìó (6.8) áóäåìî ïîçíà÷àòè α−kα−(k−1) . . . α−1.α0α1α2 . . . .

6.3 Ïîáóäîâà ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë çà Êàíòîðîì

Ñòðîãó òåîðiþ äiéñíèõ ÷èñåë áóëî ñòâîðåíî ó òðåòié ÷âåðòi ÕIÕ ñò.16 Ó
1872 ð. îäðàçó òðè ìàòåìàòèêè � Ðiõàðä Äåäåêiíä, Êàðë Âàé¹ðøòðàñ i
Ãåîðã Êàíòîð � îïóáëiêóâàëè ñâî¨ âàðiàíòè òàêî¨ òåîði¨. Ùå ó 1869 ð.
òåîðiþ, àíàëîãi÷íó êàíòîðiâñüêié, îïóáëiêóâàâ ôðàíöóç Øàðëü Ìåðå,
ÿêèé ó òîìó æ 1872 ð. îïóáëiêóâàâ áiëüø ïîâíèé âàðiàíò. Ó 70-òi ðð.
ÕIÕ ñò. ñâié âàðiàíò òåîði¨ äiéñíèõ ÷èñåë çàïðîïîíóâàâ i Åäóàðä Ãàéíå.

15Òàêi íåñêií÷åííi ñóìè äóæå íàãàäóþòü âiäîìi ç òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìií-
íî¨ ðÿäè Ëîðàíà.
16Õðîíîëîãi÷íî ïåðøà ñó÷àñíà òåîðiÿ äiéñíèõ ÷èñåë íàëåæèòü ÷åñüêîìó ìàòåìà-

òèêó Áåðíàðäó Áîëüöàíî. Âîíà ñòâîðåíà â 1830-òi ðð., îäíàê áóëà îïóáëiêîâàíà ëèøå
÷åðåç áàãàòî ðîêiâ ïiñëÿ ñìåðòi Áîëüöàíî.
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Íàéáiëüø àëãåáðè÷íîþ ç öèõ òåîðié ¹ êàíòîðiâñüêà. Äî òîãî æ ïiäõiä
Êàíòîðà ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ òà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â àëãåáði äëÿ ïîáó-
äîâè iíøèõ âàæëèâèõ îá'¹êòiâ (çîêðåìà, éîãî ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ
ïîáóäîâè ïîëÿ p-àäè÷íèõ ÷èñåë). Òîìó ìè çóïèíèìîñÿ íà êàíòîðiâñüêié
òåîði¨ äîêëàäíiøå.

Âèõiäíèì îá'¹êòîì äëÿ ïîáóäîâè äiéñíèõ ÷èñåë ó Êàíòîðà, ÿê i â
áiëüøîñòi iíøèõ òåîðié, ¹ ïîëå Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Êðiì âèçíà÷åíèõ
ó ïîëi îïåðàöié äàëi âàæëèâó ðîëü áóäå âiäiãðàâàòè ïðèðîäíèé ëiíiéíèé
ïîðÿäîê < íà Q.

Ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë áóäåìî íàçèâàòè çáiæíîþ,
ÿêùî iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî a, ùî äëÿ êîæíîãî äîäàòíîãî ðàöiî-
íàëüíîãî ÷èñëà ε çíàéäåòüñÿ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî N(ε), ùî |ai−a| < ε
äëÿ âñiõ i > N(ε). Ó òàêèõ âèïàäêàõ áóäåìî çàïèñóâàòè lim

n→∞
an = a i

ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî a.
Ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîþ (àáî ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi), ÿêùî äëÿ êîæíîãî äîäàòíîãî ðà-
öiîíàëüíîãî ÷èñëà ε çíàéäåòüñÿ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî N(ε), ùî
|ai − aj | < ε äëÿ âñiõ i, j > N(ε).

Ñòàíäàðòíî äîâîäÿòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé:

Òâåðäæåííÿ 6.4. a) Êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ îáìå-
æåíîþ.

b) Êîæíà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.
c) Ìíîæèíà F ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé óòâîðþ¹ êîìó-

òàòèâíå àñîöiàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié
äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ.

ßêùî êîæíîìó åëåìåíòó a ∈ Q çiñòàâèòè ïîñòiéíó ïîñëiäîâíiñòü
â = (a, a, . . . , a, . . .), òî îäåðæèìî ïðèðîäíå çàíóðåííÿ ïîëÿ Q â êiëüöå
F ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

×åðåç I ïîçíà÷èìî ìíîæèíó òèõ ïîñëiäîâíîñòåé iç F , ÿêi çáiãàþòüñÿ
äî 0.

Òâåðäæåííÿ 6.5. Ìíîæèíà I ¹ iäåàëîì êiëüöÿ F .

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà I çàìêíåíà âiäíîñíî äîäàâàííÿ òà
âiäíiìàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé. Êðiì òîãî, ç îáìåæåíîñòi ôóíäàìåíòàëüíî¨
ïîñëiäîâíîñòi âèïëèâà¹, ùî äîáóòîê ôóíäàìåíòàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi íà
ïîñëiäîâíiñòü, çáiæíó äî 0, òàêîæ áóäå çáiãàòèñÿ äî 0.
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Ëåìà 6.2. ßêùî ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N íå ¹ çáiæíîþ
äî 0, òî ç ïåâíîãî ìiñöÿ âñi ¨¨ ÷ëåíè ìàþòü îäíàêîâèé çíàê. Êðiì òîãî,
iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî d > 0, ùî äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |an| > d.

Äîâåäåííÿ. Iç îçíà÷åííÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi âèïëèâà¹, ùî êîëè
(an)n∈N íå ¹ çáiæíîþ äî 0, òî

∃ ε ∈ Q+ ∀ N ∃ n > N (|an| ≥ ε) .

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó iñíóþòü ÷ëåíè ç ÿê çàâãîäíî âåëèêèìè íîìå-
ðàìè n, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |an| ≥ ε. Iç äðóãîãî áîêó, iç
ôóíäàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (an)n∈N âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå N ,
ùî |ai − aj | < ε

2 äëÿ âñiõ i, j > N .
Âèáåðåìî òåïåð òàêå n0, ùîá âèêîíóâàëèñÿ íåðiâíîñòi n0 > N i

|an0
| ≥ ε. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî an0

> 0. Òîäi äëÿ âñiõ i > N áóäåìî
ìàòè:

ai = an0
+ (ai − an0

) ≥ an0
− |ai − an0

| > ε− ε

2
=
ε

2
.

Ó âèïàäêó an0 < 0 àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî äëÿ âñiõ i > N âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü ai < − ε

2 .

Òåîðåìà 6.3. Ôàêòîðêiëüöå R = F/I ¹ ïîëåì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè F ¹ êîìóòàòèâíèì àñîöiàòèâíèì êiëüöåì iç îäè-
íèöåþ, òî òàêèì áóäå i ôàêòîðêiëüöå R = F/I. Òîìó äîñèòü ëèøå ïîêà-
çàòè, ùî â öüîìó ôàêòîðêiëüöi äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà iñíó¹
îáåðíåíèé.

Îòæå, íåõàé êëàñ ñóìiæíîñòi (an)n∈N + I íå ¹ íóëåì ôàêòîðêiëü-
öÿ F/I. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N íå ¹ çáiæíîþ äî 0. Çðîçóìiëî, ùî
êîëè ìè çìiíèìî êiëüêà ïî÷àòêîâèõ ÷ëåíiâ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi, òî íîâà
ïîñëiäîâíiñòü (a′n)n∈N òàêîæ áóäå ôóíäàìåíòàëüíîþ, ïðè÷îìó îáèäâi
ïîñëiäîâíîñòi íàëåæàòèìóòü äî îäíîãî êëàñó ñóìiæíîñòi çà iäåàëîì I.
Òîìó íà ïiäñòàâi ëåìè 6.2 ìè, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââà-
æàòè, ùî iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî d > 0, ùî äëÿ âñiõ n âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü |an| > d.

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (1/an)n∈N òàêîæ ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.
Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíèõ i, j ìà¹ìî:∣∣∣ 1

ai
− 1

aj

∣∣∣ = |ai − aj ||ai| |aj |
<
|ai − aj |

d2
.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíå ε ∈ Q+ i âèáåðåìî íàòóðàëüíå ÷èñëî N òàê,
ùîá äëÿ âñiõ i, j > N âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü |ai − aj | < εd2. Òîäi äëÿ
âñiõ i, j > N ìà¹ìî:∣∣∣ 1

ai
− 1

aj

∣∣∣ < |ai − aj |
d2

<
εd2

d2
= ε .

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (1/an)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ. Î÷åâèäíî, ùî
öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹ îáåðíåíîþ äî (an)n∈N, áî

(an)n∈N · (1/an)n∈N = (1, 1, . . . , 1, . . .) .

Ïîçàÿê ïðè çàíóðåííi Q ↪→ F ðiçíi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ïåðåõîäÿòü ó
ðiçíi êëàñè ñóìiæíîñòi çà iäåàëîì I, òî öå iíäóêó¹ çàíóðåííÿ Q ↪→ R.
Òîìó R ¹ ðîçøèðåííÿì ïîëÿ Q. Ëåìà 6.2 òàêîæ äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè íà
R âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó. Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi öi¹¨ ëåìè âñi åëåìåíòè ïîëÿ
R ìîæíà ðîçáèòè íà òðè äèç'þíêòíi êëàñè R−, 0 i R+ òàê:

åëåìåíò a = (an)n∈N ïîòðàïëÿ¹ â êëàñ R− (âiäïîâiäíî â êëàñ R+)
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè, ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî ìiñöÿ, âñi ÷ëåíè ïîñëi-
äîâíîñòi (an)n∈N ìåíøi äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà d < 0
(âiäïîâiäíî áiëüøi äåÿêîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà d > 0).

Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R ïîêëàäåìî a > b òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè a− b ∈ R+.

Âïðàâà 6.2. Äîâåäiòü, ùî âèçíà÷åíå òàêèì ÷èíîì âiäíîøåííÿ > íà
R ¹ âiäíîøåííÿì ëiíiéíîãî ïîðÿäêó, ïðè÷îìó îáìåæåííÿ öüîãî ïîðÿäêó
íà ïiäïîëå Q çáiãà¹òüñÿ iç çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì íà Q.

Íàãàäà¹ìî, ùî êiëüöå K iç âèçíà÷åíèì íà íüîìó ëiíiéíèì ïîðÿäêîì
> íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi äâi óìîâè:

(I) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ K iç a > b âèïëèâà¹ a+ c > b+ c;
(II) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ K iç a > b i c > 0 âèïëèâà¹ ac > bc.

Òåîðåìà 6.4. Ïîëå R ¹ âïîðÿäêîâàíèì.

Äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî ïðîñòî¨ ïåðåâiðêè óìîâ (I) i (II), ÿêó çàëè-
øà¹ìî ÷èòà÷åâi.

Òâåðäæåííÿ 6.6. Ìíîæèíà Q ¹ ñêðiçü ùiëüíîþ â ïîëi R ó òîìó ñåíñi,
ùî äëÿ äîâiëüíèõ a > b iç R çíàéäåòüñÿ òàêå c ∈ Q, ùî a > c > b.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé a > b i a = (an)n∈N, b = (bn)n∈N. Çà ëåìîþ 6.2
iñíóþòü òàêi íàòóðàëüíå N1 i ðàöiîíàëüíå d > 0, ùî an − bn > d äëÿ
âñiõ n > N1. Êðiì òîãî, iç ôóíäàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé (an)n∈N
i (bn)n∈N âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N > N1, ùî
|an − aN | < d/4 i |bn − bN | < d/4 äëÿ âñiõ n > N .

Òîäi ðàöiîíàëüíå ÷èñëî c = aN+bN
2 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü a > c, áî

äëÿ âñiõ n > N ìà¹ìî:

an −
aN + bN

2
=

(an
2
− bn

2

)
+
(an

2
− aN

2

)
+
(bn
2
− bN

2

)
≥ d

2
− 2

d

8
=
d

4
.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ íåðiâíiñòü c > b.

Òðîõè ñêëàäíiøå äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêó iíêîëè íàçèâà-
þòü àêñiîìîþ ïðî âåðõíþ ãðàíü.

Òåîðåìà 6.5. Êîæíà îáìåæåíà çãîðè íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ç R
ìà¹ òî÷íó âåðõíþ ãðàíü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ⊂ R îáìåæåíà çãîðè åëå-
ìåíòîì b. ßêùî â A ¹ íàéáiëüøèé åëåìåíò a, òî âií i áóäå òî÷íîþ âåðõ-
íüîþ ãðàííþ äëÿ A. Òîìó òðåáà ðîçãëÿíóòè ëèøå âèïàäîê, êîëè â A
íàéáiëüøîãî åëåìåíòà íåìà. Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó äëÿ êî-
æíîãî a ∈ A ìíîæèíà {x ∈ A | a < x} ¹ íåñêií÷åííîþ.

Âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíò a ∈ A i ïîêëàäåìî a(1) = a, b(1) = b.
Äàëi ðîçãëÿíåìî ïðîìiæêè[

a(1),
a(1) + b(1)

2

]
i

[a(1) + b(1)

2
, b(1)

]
(6.9)

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç [a(2), b(2)] ïðàâèé iç òèõ ïðîìiæêiâ (6.9), ÿêi ìiñòÿòü
åëåìåíòè ç A (iç ïîïåðåäíüîãî çàóâàæåííÿ âèïëèâà¹, ùî [a(2), b(2)] ìi-
ñòèòèìå íåñêií÷åííî áàãàòî åëåìåíòiâ ç A).

Ïîòiì çà ïðîìiæêîì [a(2),b(2)] àíàëîãi÷íî áóäó¹ìî ïðîìiæîê [a(3),b(3)],
i ò. ä. Çðåøòîþ îòðèìó¹ìî òàêi äâi ïîñëiäîâíîñòi (a(n))n∈N i (b(n))n∈N,
ùî

a(1) ≤ a(2) ≤ a(3) ≤ · · · ≤ b(3) ≤ b(2) ≤ b(1)

i äëÿ êîæíîãî n ìíîæèíà {a ∈ A | a(n) < a} ¹ íåñêií÷åííîþ, à ìíîæèíà
{a ∈ A | b(n) < a} � ïîðîæíüîþ. Çîêðåìà, êîæíà âåðõíÿ ãðàíü äëÿ A
áóäå áiëüøîþ çà âñi a(n), à âñi b(n) áóäóòü âåðõíiìè ãðàíÿìè äëÿ A. Êðiì
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òîãî, äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n ìà¹ìî:

b(n+1) − a(n+1) =
b(1) − a(1)

2n
, (6.10)

0 ≤ a(n+1) − a(n) ≤ b(1) − a(1)

2n
, 0 ≤ b(n) − b(n+1) ≤ b(1) − a(1)

2n
. (6.11)

Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n âèáåðåìî ç iíòåðâàëó (b(n), b(n) +1/2n)
ÿêåñü ðàöiîíàëüíå ÷èñëî cn (öå ìîæíà çðîáèòè çà òâåðäæåííÿì 6.6).
Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (cn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíèõ
m > k ìà¹ìî ck, cm ∈ (b(m), b(k) + 1/2k), çâiäêè

|ck − cm| <
(
b(k) +

1

2k

)
− b(m) = (b(k) − b(m)) +

1

2k
<

< (b(1) − a(1))
( 1

2k
+

1

2k+1
+ · · ·+ 1

2m−1

)
+

1

2k
<
b(1) − a(1)

2k−1
+

1

2k
.

Ëåìà 6.3. Äëÿ åëåìåíòà c = (cn)n∈N i êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi c ≤ b(n) i a(n) ≤ c.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé äëÿ ÿêîãîñü m áóäå c > b(m). Iç öi¹¨ íåðiâíî-
ñòi òà ëåìè 6.2 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi N i k, ùî äëÿ âñiõ i > N âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ci > b(m)+1/2k. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i > max(N, k,m)

b(i) +
1

2i
> ci > b(m) +

1

2k
≥ b(i) + 1

2k
,

çâiäêè 1/2i > 1/2k, ùî íåìîæëèâî. Îòæå, äëÿ âñiõ n ìà¹ìî c ≤ b(n).
Àíàëîãi÷íî ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ÿêîãîñü m áóäå a(m) > c. Òîäi iñíó-

þòü òàêiN i k, ùî äëÿ âñiõ i > N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ci < a(m)−1/2k.
Çâiäñè äëÿ êîæíîãî i > max(N,m)

a(m) − 1

2k
> ci > b(i) > a(i) ≥ a(m) ,

ùî çíîâó íåìîæëèâî. Îòæå, íåðiâíiñòü c ≤ b(n) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
âñiõ n.

Òåïåð óæå íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî åëåìåíò c ¹ òî÷íîþ âåðõíüîþ
ãðàííþ äëÿ A. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíî¨ âåðõíüî¨
ãðàíi d ìíîæèíè A âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü c ≤ d. Ñïðàâäi, ÿêùî äëÿ
ÿêî¨ñü âåðõíüî¨ ãðàíi d ìà¹ìî c > d, òî ç ðiâíîñòi (6.10) âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ òàêå n, ùî b(n)−a(n) < c−d. Çâiäñè i ç íåðiâíîñòi d > a(n) îòðèìó¹ìî
c > b(n) − a(n) + d > b(n), ùî ñóïåðå÷èòü ëåìi 6.3.
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Ëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî c ¹ âåðõíüîþ ãðàííþ äëÿ A. Ñïðàâäi, ó ïðî-
òèâíîìó ðàçi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò a ∈ A, ùî c < a. Âèáåðåìî äîâiëüíèé
åëåìåíò a′ ∈ A, áiëüøèé çà a, i òàêå íàòóðàëüíå n, ùî b(1)−a(1)

2n < a′ − a.
Òîäi ç ðiâíîñòi (6.10) âèïëèâà¹, ùî a < a(n), çâiäêè c < a(n). Àëå öå
çíîâó ñóïåðå÷èòü ëåìi 6.3.

Òåîðåìà 6.6. Ó ïîëi R êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ¹
çáiæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íàì çíàäîáèòüñÿ òàêà

Ëåìà 6.4. Íåõàé a = (an)n∈N i b = (bn)n∈N � òàêi åëåìåíòè ïîëÿ R,
ùî |a − b| < ε. Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêèé íîìåð k, ùî |an − bn| < ε äëÿ
âñiõ n > k.

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü a − b < ε ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi a − b − ε < 0.
Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi i ëåìè 6.2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äåÿêîãî äîäàòíîãî
÷èñëà d1 áóäå, ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî íîìåðà k1, âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü

an − bn − ε < −d1 ,

çâiäêè
an − bn < ε− d1 < ε .

Àíàëîãi÷íî íåðiâíiñòü −ε < a− b îçíà÷à¹, ùî äëÿ äåÿêîãî äîäàòíîãî
÷èñëà d2 áóäå, ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî íîìåðà k2, âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü

an − bn + ε > d2 ,

çâiäêè
an − bn > d2 − ε > −ε .

ßêùî òåïåð ïîêëàñòè k = max(k1, k2), òî äëÿ âñiõ n > k ìà¹ìî
−ε < an − bn < ε, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íåõàé òåïåð (a(j))j∈N, äå a(j) = (a
(j)
n )n∈N � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëi-

äîâíiñòü åëåìåíòiâ ïîëÿ R. Äëÿ êîæíîãî j âèáåðåìî òàêèé íîìåð n(j),
ùî |a(j)n(j) − a

(j)
m | < 1/2j äëÿ âñiõ m ≥ n(j). Ïîçíà÷èìî bj = a

(j)
n(j) i ïîêà-

æåìî, ùî åëåìåíò b = (bj)j∈N ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (a(j))j∈N.
Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (bn)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.

Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Iç ôóíäàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (a(j))j∈N âèïëè-
âà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî íîìåðà n1, ùî |a(k) − a(m)| < ε äëÿ äîâiëüíèõ
k,m > n1. Äàëi âèáåðåìî n2 òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü 1/2n2 < ε,
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i ïîêëàäåìî n = max(n1, n2). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi m, l > n. Çà ëåìîþ
6.4 iñíó¹ òàêèé íîìåð q > max(n(m), n(l)), ùî |a(m)

q − a(l)q | < ε. Òîìó

|bm − bl| = |a(m)
n(m) − a

(l)
n(l)| = |a

(m)
n(m) − a

(m)
q + a(m)

q − a(l)q + a(l)q − a
(l)
n(l)| ≤

≤ |a(m)
n(m) − a

(m)
q |+ |a(m)

q − a(l)q |+ |a(l)q − a
(l)
n(l)| <

1

2m
+ ε+

1

2l
< 3ε.

Ïîçàÿê m i l � äîâiëüíi, òî öå äîâîäèòü ôóíäàìåíòàëüíiñòü ïîñëiäîâ-
íîñòi (bn)n∈N. À òîìó b ∈ R.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî b ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (a(j))j∈N. Äëÿ öüîãî
ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ε > 0 i âèáåðåìî n1 òàê, ùîá äëÿ âñiõ m, l > n1

âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü |bm− bl| < ε, i n2 òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ íåðiâ-
íiñòü 1/2n2 < ε. Ïîêëàäåìî n = max(n1, n2). Òîäi äëÿ êîæíîãî j > n
äëÿ âñiõ k > max(n, n(j)) ìà¹ìî:

|bk − a(j)k | = |bk − bj + bj − a(j)k | ≤ |bk − bj |+ |a
(j)
n(j) − a

(j)
k | < ε+

1

2j
< 2ε.

Îòæå, |b− a(j)| < 2ε äëÿ âñiõ j > n, ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

6.4 Íîðìîâàíi é òîïîëîãi÷íi ïîëÿ

Íåõàé K � êiëüöå (íå îáîâ'ÿçêîâî àñîöiàòèâíå). Âiäîáðàæåííÿ
K → R≥0, x 7→ ∥x∥, êiëüöÿ K ó ìíîæèíó R≥0 íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë íàçèâà¹òüñÿ íîðìóâàííÿì êiëüöÿ K (àáî íîðìîþ â êiëüöi K), ÿêùî
âèêîíàíi òàêi óìîâè:

(N1) ∥x∥ = 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x = 0;
(N2) ∥xy∥ = ∥x∥ · ∥y∥;
(N3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Êiëüöå ç âèçíà÷åíîþ íà íüîìó íîðìîþ íàçèâà¹òüñÿ íîðìîâàíèì. Iç
(N1) i (N2) âèïëèâà¹, ùî íîðìîâàíå êiëüöå íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ.
Íàâïàêè, ó êîæíîìó êiëüöi áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ìîæíà âèçíà÷èòè òàê
çâàíå òðèâiàëüíå íîðìóâàííÿ, ÿêùî ïîêëàñòè ∥x∥ = 1 äëÿ âñiõ x ̸= 0.

Âïðàâà 6.3. Äîâåäiòü, ùî â êîæíîìó íîðìîâàíîìó êiëüöi âèêîíóþ-
òüñÿ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ :

a) ∥1∥ = ∥ − 1∥ = 1,
b) ∥a∥ = ∥ − a∥,
c) ∥a∥ − ∥b∥ ≤ ∥a− b∥ ≤ ∥a∥+ ∥b∥.
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Ïðèêëàäè. 1. Àáñîëþòíà âåëè÷èíà ÷èñëà ¹ íîðìîþ â êiëüöi Z i â
ïîëÿõ Q i R.

2. Ìîäóëü ÷èñëà ¹ íîðìîþ â ïîëi C.
3. Âèçíà÷åíà íà ñòîð. 91 íîðìàN(x) êâàòåðíiîíà x íå ¹ íîðìîþ â òiëi

H êâàòåðíiîíiâ ó ñåíñi öüîãî ðîçäiëó. Àëå ÿêùî ïîêëàñòè ∥x∥ =
√
N(x),

òî ∥ ∥ óæå áóäå íîðìîþ â H. Ñïðàâäi, âèêîíàííÿ óìîâè (N2) âèïëèâà¹
ç âïðàâè 4.4, à óìîâè (N3) � iç òîãî, ùî ∥x∥ ¹ äîâæèíîþ êâàòåðíiîíà x
ÿê âåêòîðà 4-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó.

4. Àíàëîãi÷íî çà äîïîìîãîþ ââåäåíî¨ â çàäà÷i 4.28 íîðìèN(z) îêòàâè
z ìîæíà âèçíà÷èòè íîðìó ∥z∥ =

√
N(z) â àëãåáði îêòàâ Êåëi (âèêîíàííÿ

óìîâè (N2) âèïëèâà¹ iç çàäà÷i 4.28, à óìîâè (N3) � iç òîãî, ùî ∥z∥ ¹
äîâæèíîþ îêòàâè z ÿê âåêòîðà 8-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó).

5. Ó êiëüöi ìíîãî÷ëåíiâ P [x] ìîæíà âèçíà÷èòè íîðìó, ÿêùî âçÿòè
ôiêñîâàíå ÷èñëî α > 1 i äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ïî-
êëàñòè ∥f(x)∥ = αdegf(x).

ÍåõàéX � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Ôóíêöiÿ d : X×X → R íàçèâà¹òüñÿ
ìåòðèêîþ íà ìíîæèíi X, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi òðè óìîâè:

(M1) d(x, y) = 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x = y;
(M2) d(x, y) = d(y, x) äëÿ äîâiëüíèõ x i y;
(M3) d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) äëÿ äîâiëüíèõ x, y òà z (öÿ óìîâà

íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà).

Ïàðó (X, d), äå d � âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi X ìåòðèêà, íàçèâàþòü
ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 6.4. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ìåòðèêà íàáóâà¹ ëèøå íåâiä'¹ìíèõ
çíà÷åíü.

Êîæíà íîðìà ∥ ∥ íà êiëüöi K ïðèðîäíî âèçíà÷à¹ íà K ìåòðèêó,
ÿêùî ïîêëàñòè d(x, y) = ∥x− y∥. Ñïðàâäi, âèêîíàííÿ óìîâ (M1) i (M3)
âèïëèâà¹ âiäïîâiäíî ç âëàñòèâîñòåé (N1) i (N3) íîðìè, à âèêîíàííÿ (M2)
� iç âïðàâè 6.3.

Ó ñâîþ ÷åðãó ìåòðèêà d íà ìíîæèíi X ñòàíäàðòíî âèçíà÷à¹ íà öié
ìíîæèíi òîïîëîãiþ, ÿêùî çà ñèñòåìó îêîëiâ êîæíî¨ òî÷êè a âçÿòè ñóêó-
ïíiñòü B(a, r) = {x ∈ X | d(x, a) < r}, r > 0, âiäêðèòèõ êóëü iç öåíòðîì
ó öié òî÷öi. Çîêðåìà, ÿêùî a ̸= b, òî êóëi B

(
a, d(a,b)2

)
i B

(
b, d(a,b)2

)
íå

ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîìó öÿ òîïîëîãiÿ áóäå íàâiòü ãàóñäîðôîâîþ.
Ïîëå P iç âèçíà÷åíîþ íà íüîìó òîïîëîãi¹þ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi-

÷íèì, ÿêùî â öié òîïîëîãi¨ êîæíå ç âiäîáðàæåíü

(a, b) 7→ a+ b, (a, b) 7→ ab, a 7→ −a, a 7→ a−1

¹ íåïåðåðâíèì.
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Òåîðåìà 6.7. Êîæíå íîðìîâàíå ïîëå P ¹ òîïîëîãi÷íèì ó òîïîëîãi¨,
iíäóêîâàíié íà íüîìó íîðìîþ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî x ∈ B(a, ε) i y ∈ B(b, ε), òî −x ∈ B(−a, ε) i
x+ y ∈ B(a+ b, 2ε). Öå äîâîäèòü íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåíü a 7→ −a i
(a, b) 7→ a+ b. Íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ (a, b) 7→ ab âèïëèâà¹ ç òîãî,
ùî çà öèõ óìîâ

∥ab− xy∥ = ∥ab− xb+ xb− xy∥ ≤ ∥ab− xb∥+ ∥xb− xy∥ ≤ ε∥b∥+ ε∥x∥ .

À ïîçàÿê ∥x∥ < ∥a∥ + ∥ε∥, òî ∥ab − xy∥ < ε(∥a∥ + ∥b∥) + ε2, òîáòî
xy ∈ B(ab, ε(∥a∥+ ∥b∥+ ε)).

Íàðåøòi, ÿêùî áðàòè ε äîñòàòíüî ìàëèì, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâ-
íiñòü ε < ∥a∥

2 , òî ç íåðiâíîñòi ∥x∥ > ∥a∥ − ε > ∥a∥
2 îòðèìó¹ìî:∥∥∥ 1

x
− 1

a

∥∥∥ =
∥∥∥a− x
ax

∥∥∥ =
∥a− x∥
∥a∥ · ∥x∥

<
2ε

∥a∥2
.

Îòæå, 1
x ∈ B

(
1
a ,

2ε
∥a∥2

)
, ùî äîâîäèòü íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ

a 7→ a−1.

Ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N åëåìåíòiâ íîðìîâàíîãî ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîþ àáî ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0
iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî N , ùî äëÿ âñiõ m, k > N âèêîíó¹òüñÿ íå-
ðiâíiñòü ∥am − ak∥ < ε.

Ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëå-
ìåíò a, ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî N , ùî äëÿ
âñiõ m > N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ∥am − a∥ < ε. Òàêèé åëåìåíò a íà-
çèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (an)n∈N i ïîçíà÷à¹òüñÿ a = lim

n→∞
an.

Êàæóòü òàêîæ, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî a.

Òâåðäæåííÿ 6.7. a) Êîæíà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ïîñëiäîâíiñòþ
Êîøi.

b) ßêùî íåñêi÷åííà ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi Êîøi ¹ çáiæíîþ,
òî é ñàìà ïîñëiäîâíiñòü Êîøi ¹ çáiæíîþ.

c) ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî a, òî ïîñëiäîâíiñòü
(∥an∥)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî ∥a∥.

Äîâåäåííÿ. a) ßêùî ∥am − a∥ < ε i ∥ak − a∥ < ε, òî ∥am − ak∥ < 2ε.
b) ßêùî ∥am − a∥ < ε i ∥am − ak∥ < ε, òî ∥ak − a∥ < 2ε.
c) Iç âïðàâè 6.3.c âèïëèâà¹, ùî êîëè ∥an − a∥ < ε, òî∣∣∥an∥ − ∥a∥∣∣ ≤ ∥an − a∥ < ε.
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Âïðàâà 6.5. Íåõàé P � íîðìîâàíå ïîëå i a = lim
n→∞

an, b = lim
n→∞

bn.

Äîâåäiòü, ùî lim
n→∞

(an+bn) = a+b, lim
n→∞

(anbn) = ab, lim
n→∞

(−an) = −a.

Íîðìîâàíå ïîëå íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà
ïîñëiäîâíiñòü ¹ çáiæíîþ.

Òåîðåìó 6.6 òåïåð ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè ÿê òâåðäæåííÿ ïðî òå,
ùî ïîëå R iç çâè÷àéíîþ íîðìîþ ¹ ïîâíèì. Îäíàê âàæëèâiñòü óâåäåíèõ
ïîíÿòü íå ñòiëüêè â òîìó, ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ iíøèé ïîãëÿä íà òåîðåìó 6.6,
ÿê ó òîìó, ùî âîíè äîçâîëÿþòü óçàãàëüíèòè êîíñòðóêöiþ Êàíòîðà ïîëÿ
R iç ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q íà äîâiëüíi íîðìîâàíi ïîëÿ.

Òåîðåìà 6.8. Êîæíå íîðìîâàíå ïîëå P ìîæíà ðîçøèðèòè äî ïîâíîãî
íîðìîâàíîãî ïîëÿ P , ïðè÷îìó òàê, ùî îáìåæåííÿ íîðìè ç ïîëÿ P íà
ïiäïîëå P çáiãà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîâîþ íîðìîþ íà P .

Äîâåäåííÿ. Ìè íå áóäåìî çóïèíÿòèñÿ íà äåòàëÿõ äîâåäåííÿ, ïîçàÿê âî-
íè ìàéæå äîñëiâíî ïîâòîðþþòü âiäïîâiäíi ìiðêóâàííÿ ç ðîçäiëó 6.3.
Íàãàäà¹ìî òiëüêè (ç íåîáõiäíèìè çìiíàìè) îñíîâíi åòàïè êîíñòðóêöi¨.

1) Áóäó¹ìî êiëüöå F ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ ïî-
ëÿ P .

2) Âiäîáðàæåííÿ µ : a 7→ â = (a, a, . . . , a, . . .) ¹ çàíóðåííÿì ïîëÿ P ó
êiëüöå F .

3) Ìíîæèíà I âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé, çáiæíèõ äî 0, óòâîðþ¹ iäåàë êiëü-
öÿ F .

4) Ôàêòîðêiëüöå P = F/I âèÿâëÿ¹òüñÿ ïîëåì. Êàíîíi÷íèé åïiìîð-
ôiçì π : F → F/I äi¹ ií'¹êòèâíî íà îáðàçi µ(P ) ïîëÿ P , à òîìó êîìïî-
çèöiÿ µ i π äà¹ çàíóðåííÿ ïîëÿ P ó ïîëå P .

5) ßêùî (an)n∈N � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ïîëÿ P ,
òî ïîñëiäîâíiñòü (∥an∥)n∈N íîðì òàêîæ âèÿâëÿ¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ.
Çà òåîðåìîþ 6.6 ïîñëiäîâíiñòü (∥an∥)n∈N ìà¹ ãðàíèöþ, ïðè÷îìó äëÿ ïî-
ñëiäîâíîñòåé ç îäíîãî êëàñó ñóìiæíîñòi çà iäåàëîì I öÿ ãðàíèöÿ áó-
äå îäíàêîâîþ. ßêùî òåïåð äëÿ åëåìåíòà a = (an)n∈N iç P ïîêëàñòè
∥a∥ = lim

n→∞
∥an∥, òî îäåðæèìî íîðìó íà P . Î÷åâèäíî, ùî îáìåæåííÿ

öi¹¨ íîðìè íà ïiäïîëå P çáiãà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîâîþ íîðìîþ íà P .
6) Ïîëå P iç íîðìîþ ∥ ∥ ¹ ïîâíèì.

Ïîëå P , ÿêå áóäó¹òüñÿ â äîâåäåííi òåîðåìè 6.8, íàçèâà¹òüñÿ ïîïîâ-
íåííÿì íîðìîâàíîãî ïîëÿ P . Ñïîñiá, ÿêèì áóäó¹òüñÿ ïîëå P , áóäåìî
íàçèâàòè êîíñòðóêöi¹þ Êàíòîðà.

Íîðìè ∥ ∥1 i ∥ ∥2 íà ïîëi P íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî äëÿ
îáîõ íîðì ôóíäàìåíòàëüíi ïîñëiäîâíîñòi îäíi é òi ñàìi.
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Ëåìà 6.5. Ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N áóäå ôóíäàìåíòàëüíîþ òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè a = 1 àáî ∥a∥ < 1.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü óìîâè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîëè ∥a∥ < 1 i
n > m, òî ∥an − am∥ ≤ ∥an∥+ ∥am∥ < 2∥a∥m.

Íåîáõiäíiñòü. Iç âïðàâè 6.3.c âèïëèâà¹, ùî

∥an − am∥ ≥ ∥an∥ − ∥am∥ .

Àëå ÿêùî ∥a∥ > 1, òî ïðè ôiêñîâàíîìó n ∥an∥ − ∥am∥ → ∞. Òîìó ïðè
∥a∥ > 1 ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N íå áóäå ôóíäàìåíòàëüíîþ.

Íåõàé òåïåð ∥a∥ = 1 i ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.
Òîäi äëÿ êîæíîãî ε > 0 äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ
íåðiâíiñòü

∥an+1 − an∥ = ∥a∥n∥a− 1∥ = ∥a− 1∥ < ε .

Îòæå, ∥a− 1∥ = 0, çâiäêè a = 1.

Íàñëiäîê 6.1. ßêùî íîðìè ∥ ∥1 i ∥ ∥2 åêâiâàëåíòíi, òî íåðiâíiñòü
∥x∥1 < 1 ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi ∥x∥2 < 1, íåðiâíiñòü ∥x∥1 > 1 �
íåðiâíîñòi ∥x∥2 > 1, à ðiâíiñòü ∥x∥1 = 1 ðiâíîñèëüíà ðiâíîñòi ∥x∥2 = 1.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 6.5. Ïåðåõîäÿ÷è äî îáåð-
íåíèõ åëåìåíòiâ, îòðèìó¹ìî ðiâíîñèëüíiñòü íåðiâíîñòåé ∥x∥1 > 1 i ∥x∥2 >
1. Òðåò¹ òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç äâîõ ïåðøèõ.

Òâåðäæåííÿ 6.8. Íîðìè ∥ ∥1 i ∥ ∥2 íà ïîëi P áóäóòü åêâiâàëåíòíèìè
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî α > 0, ùî ∥x∥2 = ∥x∥α1
äëÿ âñiõ x ∈ P .

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α > 0 ìà-
¹ìî ∥x∥2 = ∥x∥α1 i ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ âiäíîñíî
íîðìè ∥ ∥1. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíóþòü òàêi íàòó-
ðàëüíi ÷èñëà m i N , ùî 1/mα < 1/n i ∥ak−al∥1 < 1/m äëÿ âñiõ k, l > N .
Íà ïðîìiæêó [0,∞) ôóíêöiÿ f(x) = xα ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ, òîìó
äëÿ âñiõ k, l > N ìà¹ìî:

∥ak − al∥2 = ∥ak − al∥α1 < 1/mα < 1/n .

Îñêiëüêè n äîâiëüíå, òî ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ i âiä-
íîñíî íîðìè ∥ ∥2. Iç äðóãîãî áîêó, ∥x∥1 = ∥x∥1/α2 , à òîìó êîæíà ïîñëi-
äîâíiñòü, ôóíäàìåíòàëüíà âiäíîñíî íîðìè ∥ ∥1, áóäå ôóíäàìåíòàëüíîþ
i âiäíîñíî ∥ ∥2. Òîìó íîðìè ∥ ∥1 i ∥ ∥2 åêâiâàëåíòíi.
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Íåîáõiäíiñòü. Iç íàñëiäêó 6.1 âèïëèâà¹, ùî êîëè íîðìà ∥ ∥1 ¹ òðèâi-
àëüíîþ, òî íîðìà ∥ ∥2 òàêîæ áóäå òðèâiàëüíîþ, à òîìó ∥x∥2 = ∥x∥α1 äëÿ
äîâiëüíîãî α > 0. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî íîðìà ∥ ∥1 íå ¹ òðèâiàëüíîþ.
Âèáåðåìî åëåìåíò y, äëÿ ÿêîãî ∥y∥1 > 1, i ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé íåíó-
ëüîâèé åëåìåíò x, äëÿ ÿêîãî ∥x∥1 ̸= 1. Iç íàñëiäêó 6.1 òåïåð âèïëèâà¹,
ùî òîäi ∥y∥2 > 1 i äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë m i n íåðiâíîñòi

∥xmyn∥1 ≥ 1 i ∥xmyn∥2 ≥ 1

¹ ðiâíîñèëüíèìè. Àëå òîäi áóäóòü ðiâíîñèëüíèìè é íåðiâíîñòi

m lg ∥x∥1 + n lg ∥y∥1 ≥ 0 i m lg ∥x∥2 + n lg ∥y∥2 ≥ 0 .

Îòæå, äëÿ äîâiëüíèõ m,n ∈ Z, m > 0, ìà¹ìî:

lg ∥x∥1
lg ∥y∥1

≥ − n

m
⇐⇒ lg ∥x∥2

lg ∥y∥2
≥ − n

m
.

Öå ìîæëèâî òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
lg ∥x∥1
lg ∥y∥1

=
lg ∥x∥2
lg ∥y∥2

àáî, ùî ðiâíî-

ñèëüíî, êîëè
lg ∥x∥2
lg ∥x∥1

=
lg ∥y∥2
lg ∥y∥1

. Ïîçíà÷èâøè îñòàíí¹ âiäíîøåííÿ ÷åðåç

α, îòðèìó¹ìî ∥x∥2 = ∥x∥α1 äëÿ âñiõ x, äëÿ ÿêèõ ∥x∥ ̸= 1.
Î÷åâèäíî, ùî ðiâíiñòü ∥x∥2 = ∥x∥α1 áóäå âèêîíóâàòèñü i äëÿ òèõ

x, äëÿ ÿêèõ ∥x∥ = 1. Êðiì òîãî, ÷èñëà lg ∥x∥1 i lg ∥x∥2 äîäàòíi, òîìó
α > 0.

6.5 Íåàðõiìåäîâi íîðìè òà ìåòðèêè

Ó êëàñè÷íîìó ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi âåëèêó ðîëü âiäiãðà¹ òâåðäæåííÿ,
ÿêå çàçâè÷àé íàçèâàþòü àêñiîìîþ Àðõiìåäà:

äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a ̸= 0 i b çíàéäåòüñÿ òàêå íàòóðàëüíå
÷èñëî n, ùî |na| > |b|.

Îäíàê ó ñó÷àñíié ìàòåìàòèöi âñå áiëüøîãî çíà÷åííÿ íàáóâàþòü íîð-
ìîâàíi ïîëÿ, â ÿêèõ öÿ àêñiîìà íå âèêîíó¹òüñÿ17.

Íîðìà ∥ ∥ â êiëüöi K íàçèâà¹òüñÿ íåàðõiìåäîâîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëü-
íèõ x i y âèêîíó¹òüñÿ ïîñèëåíèé âàðiàíò íåðiâíîñòi(N3):

17Çîêðåìà, çà îñòàííi ï'ÿòäåñÿò ðîêiâ ðîçáóäóâàâñÿ òàê çâàíèé íåñòàíäàðòíèé

ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç ç àêòóàëüíèìè íåñêií÷åííî ìàëèìè òà íåñêií÷åííî âåëèêèìè
âåëè÷èíàìè, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà íåàðõiìåäîâîìó ðîçøèðåííi ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë.
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(N3′) ∥x+ y∥ ≤ max(∥x∥, ∥y∥)18.

Ïðèêëàäè íåàðõiìåäîâèõ íîðì:
1. Òðèâiàëüíå íîðìóâàííÿ, êîëè ∥x∥ = 1 äëÿ âñiõ x ̸= 0.
2. Âèçíà÷åíà ó ïðèêëàäi 5 íà ñòîð. 147 íîðìà â êiëüöi ìíîãî÷ëåíiâ

P [x] (¨¨ íåàðõiìåäîâiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ñòåïiíü ñóìè äâîõ ìíîãî-
÷ëåíiâ íå ïåðåâèùó¹ ìàêñèìóìó ñòåïåíiâ äîäàíêiâ).

Òâåðäæåííÿ 6.9. Íåõàé ∥ ∥ � íåàðõiìåäîâà íîðìà íà ïîëi P . Òîäi
a) ÿêùî ∥a∥ ̸= ∥b∥, òî ∥a± b∥ = max(∥a∥, ∥b∥);
b) ìíîæèíà K = {x | ∥x∥ ≤ 1} ¹ êiëüöåì, ¨¨ ïiäìíîæèíà

I = {x | ∥x∥ < 1} � ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì ó K, à ìíîæèíà
{x | ∥x∥ = 1} � ãðóïîþ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K.

Äîâåäåííÿ. a) Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ∥a∥ < ∥b∥.
Ïîçàÿê ∥b∥ = ∥ − b∥, òî ç óìîâè (N3′) îòðèìó¹ìî:

∥a− b∥ ≤ max(∥a∥, ∥b∥) = ∥b∥ .

Iç äðóãîãî áîêó,

∥b∥ = ∥a− (a− b)∥ ≤ max(∥a∥, ∥a− b∥) ,

i îñêiëüêè ∥a∥ < ∥b∥, òî ∥b∥ ≤ ∥a− b∥. Îòæå,

∥a− b∥ = ∥b∥ = max(∥a∥, ∥b∥) .

Ðiâíiñòü ∥a+ b∥ = max(∥a∥, ∥b∥) îäåðæó¹òüñÿ ç ïîïåðåäíüî¨ çàìiíîþ
b íà −b.

b) Çàìêíåíiñòü ìíîæèíè K âiäíîñíî äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ òà ìíî-
æåííÿ âèïëèâà¹ ç óìîâ (N2) i (N3′). ÒîìóK ¹ êiëüöåì, ïðè÷îìó ç îäèíè-
öåþ. Òå, ùî ïiäìíîæèíà I ¹ iäåàëîì ó K, òàêîæ âèïëèâà¹ ç óìîâè (N3′).

Ïîçàÿê iäåàë I ¹ âëàñíèì (âií íå ìiñòèòü îäèíèöi), òî îáîðîòíèõ
åëåìåíòiâ iç K âií íå ìiñòèòü. Iç äðóãîãî áîêó, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà
a ∈ K r I ìà¹ìî ∥a∥ = 1. Àëå òîäi ç ðiâíîñòi

1 = ∥1∥ = ∥a · a−1∥ = ∥a∥ · ∥a−1∥
18Ç îçíà÷åííÿ íåàðõiìåäîâî¨ íîðìè âèïëèâà¹, ùî âiä çíà÷åíü òàêî¨ íîðìè âèìàãà-

¹òüñÿ ëèøå, ùîá ¨õ ìîæíà áóëî ïîðiâíþâàòè é ìíîæèòè. Òîìó ïîíÿòòÿ òàêî¨ íîðìè
ìîæíà äóæå óçàãàëüíèòè: çàìiñòü R ìîæíà áðàòè äîâiëüíèé ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèé
ãðóïî¨ä W iç íóëåì, à ïiä íîðìóâàííÿì êiëüöÿ K ðîçóìiòè âiäîáðàæåííÿ x 7→ ∥x∥
êiëüöÿ K ó ìíîæèíó W≥0 íåâiä'¹ìíèõ åëåìåíòiâ ãðóïî¨äàW , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
(N1), (N2) i (N3′). Îäíàê òàêå øèðîêå ðîçóìiííÿ íîðìè íàì íå çíàäîáèòüñÿ.
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âèïëèâà¹, ùî ∥a−1∥ = 1 i a−1 ∈ K. Òîìó áóäü-ÿêèé åëåìåíò iç K r I ¹
îáîðîòíèì. Îòæå, åëåìåíò a ∈ K ¹ îáîðîòíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
∥a∥ = 1.

ßêùî iäåàë J ñòðîãî ìiñòèòü I, òî âií ìiñòèòü i åëåìåíòè çKrI, òîá-
òî îáîðîòíi. Àëå êîæåí iäåàë, ùî ìiñòèòü îáîðîòíi åëåìåíòè, çáiãà¹òüñÿ
ç óñiì êiëüöåì. Òîìó iäåàë I ¹ ìàêñèìàëüíèì.

Ìåòðèêà d íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ íåàðõiìåäîâîþ, ÿêùî âèêîíó-
¹òüñÿ ïîñèëåíèé âàðiàíò íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà:

(M3′) d(x, z) ≤ max(d(x, y), d(y, z)).

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìåòðèêà íà êiëüöi, iíäóêîâàíà íåàðõiìåäî-
âîþ íîðìîþ, òàêîæ ¹ íåàðõiìåäîâîþ (çðîáiòü öå!). Iíøèì âàæëèâèì
ïðèêëàäîì ¹ ìåòðèêà íà ìíîæèíi Xω óñiõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé áóêâ ç àëôàâiòó X, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: áåðåìî ôiêñîâàíå ÷èñëî
ρ ∈ (0, 1) i äëÿ äîâiëüíèõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé u, v ∈ Xω êëà-
äåìî d(u, v) = ρk, äå k � äîâæèíà ìàêñèìàëüíîãî ñïiëüíîãî ïî÷àòêó
ïîñëiäîâíîñòåé u i v. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàêñèìàëüíèì ñïiëüíèì ïî÷àòêîì
ïîñëiäîâíîñòåé u i v ¹ ñëîâî t äîâæèíè k, à ïîñëiäîâíîñòåé v i w � ñëî-
âî s äîâæèíè m, òî d(u, v) = ρk i d(v, w) = ρm. Ïðèïóñòèìî, ùî k ≤ m
(âèïàäîê k > m ðîçáèðà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî). Òîäi ñëîâî t ¹ ñïiëüíèì ïî-
÷àòêîì ïîñëiäîâíîñòåé u i w (ÿêùî k = m, òî öåé ïî÷àòîê ìîæå íå áóòè
ìàêñèìàëüíèì), à òîìó d(u,w) ≤ ρk. Ðàçîì iç íåðiâíiñòþ k ≤ m öå äà¹:

d(u,w) ≤ ρk = max(ρk, ρm) = max(d(u, v), d(v, w)) ,

ùî é äîâîäèòü íåàðõiìåäîâiñòü ìåòðèêè.
Âëàñòèâîñòi íåàðõiìåäîâèõ ïðîñòîðiâ iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âëà-

ñòèâîñòåé çâè÷íèõ íàì ïðîñòîðiâ ç àðõiìåäîâîþ ìåòðèêîþ.

Òâåðäæåííÿ 6.10. Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið iç íåàðõiìåäîâîþ
ìåòðèêîþ d. Òîäi

a) óñi òðèêóòíèêè â ïðîñòîði X � ðiâíîñòîðîííi àáî ðiâíîáåäðåíi,
ïðè÷îìó â îñòàííüîìó âèïàäêó îñíîâîþ ¹ ìåíøà ñòîðîíà;

b) öåíòðîì êîæíî¨ âiäêðèòî¨ (çàìêíåíî¨) êóëi ¹ áóäü-ÿêà ¨¨ òî÷êà;
c) âiäêðèòi (çàìêíåíi) êóëi äàíîãî ðàäióñà r óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ

ïðîñòîðó X.

Äîâåäåííÿ. a) Íåõàé d(x, y) ≤ d(y, z) ≤ d(z, x) . Òîäi ç íåðiâíîñòi
d(z, x) ≤ max(d(x, y), d(y, z)) âèïëèâà¹, ùî d(y, z) = d(z, x).

b) Íåõàé B(a, r) = {x | d(x, a) < r} � âiäêðèòà êóëÿ ðàäióñà r ç
öåíòðîì ó òî÷öi a, i b ∈ B(a, r). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ B(b, r) iç
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íåðiâíîñòåé d(y, b) < r i d(b, a) < r âèïëèâà¹, ùî

d(y, a) ≤ max(d(y, b), d(b, a)) < r.

Îòæå, B(b, r) ⊆ B(a, r). Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî,
òîìó B(b, r) = B(a, r).

Äëÿ çàìêíåíèõ êóëü äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.
c) Iç ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó âèïëèâà¹, ùî äâi âiäêðèòi (çàìêíåíi) êóëi

äàíîãî ðàäióñà àáî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî çáiãàþòüñÿ.

6.6 Íîðìè íà Q
Íåõàé p � ôiêñîâàíå ïðîñòå ÷èñëî. Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî öiëîãî
÷èñëà n ÷åðåç ordpn ïîçíà÷èìî ïîêàçíèê ñòåïåíÿ, iç ÿêèì p âõîäèòü ó
êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Î÷åâèäíî, ùî ordp(nm) = ordpn+ ordpm.

Ôóíêöiþ ordp ìîæíà ïîøèðèòè íà ìíîæèíó íåíóëüîâèõ ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë: äëÿ äîâiëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà a = m/n ïîêëàäåìî
ordp(m/n) = ordpm− ordpn. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ôóíêöiÿ ordp çà-
ëåæèòü âiä ñàìîãî ÷èñëà a, à íå âiä éîãî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi äðîáó:
äëÿ äðîáó mk/nk ìà¹ìî:

ordp
mk

nk
= ordp(mk)− ordp(nk) = (ordpm+ ordpk)− (ordpn+ ordpk) =

= ordpm− ordpn = ordp
m

n
.

Âèçíà÷èìî òåïåð íà ìíîæèíi Q òàêó ôóíêöiþ:

|x|p =
{

(1/p)ordpx, ÿêùî x ̸= 0;
0, ÿêùî x = 0.

Òåîðåìà 6.9. Ôóíêöiÿ |x|p ¹ íåàðõiìåäîâîþ íîðìîþ íà ïîëi Q.

Äîâåäåííÿ. Âèêîíàííÿ óìîâ (N1) i (N2) î÷åâèäíå, òîìó ïåðåâiðèìî ëè-
øå óìîâó (N3′). Çðîçóìiëî, ùî êîëè ÿêåñü iç ÷èñåë x, y àáî x+y äîðiâíþ¹
0, òî óìîâà (N3′) âèêîíó¹òüñÿ. Òîìó äàëi ââàæà¹ìî, ùî æîäíå ç ÷èñåë x,
y i x+y íå ¹ íóëåì. Íåõàé x = a/b, y = c/d. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ
÷èñåë m i n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ordp(m+ n) ≥ min(ordpm, ordpn), òî

ordp(x+ y) = ordp(ad+ bc)− ordp(bc) ≥
≥ min(ordp(ad), ordp(bc))− ordpb− ordpd =

= min(ordpa+ ordpd, ordpb+ ordpc)− ordpb− ordpd =

= min(ordpa− ordpb, ordpc− ordpd) = min(ordpx, ordpy).
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Òîìó
pordp(x+y) ≥ pmin(ordpm,ordpn) = min(pordpx, pordpy).

Çâiäñè

|x+ y|p = (1/p)ordp(x+y) ≤ max(1/pordpx, 1/pordpy) = max(|x|p, |y|p) .

Ôóíêöiÿ |x|p íàçèâà¹òüñÿ p-àäè÷íîþ íîðìîþ íà ïîëi Q.

Òâåðäæåííÿ 6.11. ßêùî p i q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, òî íîðìè | |p i
| |q íà ïîëi Q íå åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 6.1 i òîãî, ùî ∥p∥p =
1

p
< 1, ∥p∥q =

1.

Òâåðäæåííÿ 6.12. Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà ρ ∈ (0, 1) ôóíêöiÿ ∥x∥ = ρordpx

¹ íîðìîþ íà ïîëi Q, åêâiâàëåíòíîþ íîðìi | |p.

Äîâåäåííÿ. Âèêîíàííÿ óìîâ (N1) i (N2) î÷åâèäíå, à âèêîíàííÿ äëÿ ôóí-
êöi¨ ∥ ∥ óìîâè (N3′) âèïëèâà¹ ç äîâåäåíî¨ âèùå íåðiâíîñòi

ordp(x+ y) ≥ min(ordpx, ordpy).

Òîìó ôóíêöiÿ ∥ ∥ ¹ íåàðõiìåäîâîþ íîðìîþ íà Q.
×èñëî ρ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ρ = (1/p)α, äå α > 0. Òîäi

∥x∥ = |x|αp i åêâiâàëåíòíiñòü íîðì âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 6.8.

Òåîðåìà 6.10 (Îñòðîâñüêèé19). Iç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi íà
ïîëi Q ¹ ëèøå òàêi íîðìè :

a) òðèâiàëüíà íîðìà ∥x∥ = 1 (äëÿ x ̸= 0);
b) àðõiìåäîâà íîðìà |x| (àáñîëþòíà âåëè÷èíà);
c) íåàðõiìåäîâà íîðìà |x|p (p � ïðîñòå ÷èñëî).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî íîðìà ∥ ∥ � íåòðèâiàëüíà. Òîäi ìîæëèâi
ëèøå 2 âèïàäêè:

I. Iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî ∥n∥ > 1. Íåõàé N �
íàéìåíøå ç òàêèõ ÷èñåë. Îñêiëüêè ∥N∥ > 1, òî iñíó¹ òàêå äîäàòíå äiéñíå
÷èñëî α, ùî ∥N∥ = Nα.

Êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n ìîæíà çàïèñàòè â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç
îñíîâîþ N :

n = a0 + a1N + a2N
2 + · · ·+ akN

k, (6.12)

19Îñòðîâñüêèé À.Ì. � âèõîâàíåöü âiäîìî¨ Êè¨âñüêî¨ àëãåáðè÷íî¨ øêîëè, ñòâîðåíî¨
íà ïî÷àòêó ÕÕ ñò. Ä.Î. Ãðàâå.
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äå 0 ≤ ai < N i ak ̸= 0. Çàóâàæèìî, ùî ç âèáîðó N âèïëèâà¹, ùî
∥ai∥ ≤ 1. Òîäi

∥n∥ ≤ ∥a0∥+ ∥a1N∥+ ∥a2N2∥+ · · ·+ ∥akNk∥ =
= ∥a0∥+ ∥a1∥ ·Nα + ∥a2∥ ·N2α + · · ·+ ∥ak∥ ·Nkα ≤

≤ 1 +Nα +N2α + · · ·+Nkα.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî n ≥ Nk, îòðèìó¹ìî:

∥n∥ ≤ Nkα(1 +N−α +N−2α + · · ·+N−kα) <

< nα
(∑∞

i=0
(1/Nα)i

)
= c · nα,

äå c =
∑∞
i=0(1/N

α)i. Îòæå, äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü ∥n∥ < c · nα. Âiçüìåìî äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî m i ïiäñòàâèìî
â öþ íåðiâíiñòü çàìiñòü n ÷èñëî nm. Îòðèìó¹ìî ∥nm∥ < c · nmα, çâiäêè
∥n∥ < m

√
c · nα. Ïîçàÿê öå ïðàâèëüíî äëÿ âñiõ m i lim

m→∞
m
√
c = 1, òî

∥n∥ ≤ nα. (6.13)

Äîâåäåìî òåïåð çâîðîòíó íåðiâíiñòü. Çíîâó çàïèøåìî n ó âèãëÿäi (6.12).
Òîäi Nk+1 > n. Çâiäñè

∥Nk+1∥ = ∥n+ (Nk+1 − n)∥ ≤ ∥n∥+ ∥Nk+1 − n∥,

çâiäêè

∥n∥ ≥ ∥Nk+1∥ − ∥Nk+1 − n∥ ≥ N (k+1)α − (Nk+1 − n)α

(íà îñòàííüîìó êðîöi ìè ñêîðèñòàëèñÿ ðiâíiñòþ ∥N∥ = Nα i íåðiâíiñòþ
(6.13)). Óðàõîâóþ÷è, ùî Nk+1 > n ≥ Nk, çâiäñè îòðèìó¹ìî:

∥n∥ ≥ N (k+1)α −N (k+1)α
(
1− n

Nk+1

)α
≥ N (k+1)α −N (k+1)α

(
1− 1

N

)α
=

= N (k+1)α
(
1−

(
1− 1

N

)α)
> nα · d,

äå d = 1−
(
1− 1

N

)α
. Ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ ç ïiäñòàíîâêîþ

çàìiñòü n ÷èñëà nm, îòðèìó¹ìî, ùî ∥n∥ ≥ nα.
Îòæå, ∥n∥ = nα äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ðàöiî-

íàëüíîãî n
m ìà¹ìî òàêèé ëàíöþæîê iìïëiêàöié:

n

m
·m = n ⇒

∥∥∥ n
m

∥∥∥ · ∥m∥ = ∥n∥ ⇒ ∥∥∥ n
m

∥∥∥ =
∥n∥
∥m∥

=
|n|α

|m|α
=

∣∣∣ n
m

∣∣∣α.
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Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñiõ x ∈ Q âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ∥x∥ = |x|α. Òîìó, çà
òâåðäæåííÿì 6.8, íîðìè ∥ ∥ i | | åêâiâàëåíòíi.

II. Äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ∥n∥ ≤ 1. Iç íå-
òðèâiàëüíîñòi íîðìè é ðiâíîñòi

∥∥ n
m

∥∥ = ∥n∥
∥m∥ âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü íàòó-

ðàëüíi n, äëÿ ÿêèõ ∥n∥ < 1. Íåõàé p � íàéìåíøå ç òàêèõ ÷èñåë.
×èñëî p ìà¹ áóòè ïðîñòèì. Ñïðàâäi, ó ïðîòèâíîìó ðàçi ç ðiâíîñòi

p = m · k (äå m, k < p) âèïëèâàëî á, ùî ∥p∥ = ∥m∥ · ∥k∥ = 1 · 1 = 1.
Ïîêàæåìî òåïåð, ùî äëÿ âñiõ ïðîñòèõ q ̸= p âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∥q∥ = 1. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî ∥q∥ < 1. Âèáåðåìî òàêå âåëèêå ÷èñëî
k, ùîá âèêîíóâàëèñÿ íåðiâíîñòi ∥p∥k < 1/2, ∥q∥k < 1/2. Ïîçàÿê ÷èñëà
pk i qk âçà¹ìíî ïðîñòi, òî iñíóþòü òàêi u i v, ùî upk + vqk = 1. Òîäi

1 = ∥1∥ = ∥upk + vqk∥ ≤ ∥upk∥+ ∥vqk∥ =

= ∥u∥ · ∥pk∥+ ∥v∥ · ∥qk∥ ≤ ∥pk∥+ ∥qk∥ < 1

2
+

1

2
= 1.

Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî ∥q∥ = 1.
Iç ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi íîðìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà n = pk ·m, äå m íå äiëèòüñÿ íà p, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
∥n∥ = ∥p∥k. Óðàõîâóþ÷è ùå ðiâíiñòü

∥∥ n
m

∥∥ = ∥n∥
∥m∥ , îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà x

∥x∥ = ∥p∥ordpx. (6.14)

Îñêiëüêè iñíó¹ òàêå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî α, ùî ∥p∥ = (1/p)α, òî
∥x∥ = |x|αp i çà òâåðäæåííÿì 6.8 íîðìè ∥ ∥ i | |p åêâiâàëåíòíi.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïîëÿ Q âèáið ó êîæíîìó êëàñi åêâiâàëåíòíèõ
íîðì ïåâíîãî êàíîíi÷íîãî ïðåäñòàâíèêà (ìîäóëÿ ÷èñëà â êëàñi àðõiìå-
äîâèõ íîðì i íîðì | |p â iíøèõ êëàñàõ) ìà¹, êðiì iñòîðè÷íî¨ òðàäèöi¨,
é iíøi ïiäñòàâè. Çîêðåìà, ïðè òàêîìó âèáîði ïðåäñòàâíèêiâ åêâiâàëåí-
òíèõ íîðì äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ÷èñëà x ∈ Q äîáóòîê

∏
∥x∥ óñiõ

éîãî íîðì áóäå äîðiâíþâàòè 1.

6.7 Ïîëå p-àäè÷íèõ ÷èñåë Qp

Ìè âæå çíà¹ìî, ùî êîëè çàñòîñóâàòè äî ïîëÿ Q ç íîðìîþ | | êîíñòðó-
êöiþ Êàíòîðà, òî îäåðæèìî ïîëå R äiéñíèõ ÷èñåë. À ùî áóäå, êîëè
çàñòîñóâàòè öþ êîíñòðóêöiþ äî ïîëÿ Q ç íîðìîþ | |p? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
â öüîìó âèïàäêó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ âæå âiäîìå íàì ïîëå Qp p-àäè÷íèõ ÷èñåë.
Îá ðóíòóâàííþ öüîãî ôàêòó i ïðèñâÿ÷åíî öåé ðîçäië.
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Îòæå, íåõàé íîðìà íà ïîëi Q ¹ p-àäè÷íîþ. Éîãî ïîïîâíåííÿ çà äîïî-
ìîãîþ êîíñòðóêöi¨ Êàíòîðà ïîçíà÷èìî (Q, | |p). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé
åëåìåíò

α−kp
−k+α−(k−1)p

−(k−1)+· · ·+α−1p
−1+α0+α1p+· · ·+αnpn+· · · , (6.15)

ïîëÿ Qp p-àäè÷íèõ ÷èñåë. Óñi ÷ëåíè öi¹¨ ñóìè ¹ ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëà-
ìè, òîìó ¨¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðÿä íàä ïîëåì Q. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
ïîñëiäîâíiñòü

α−kp
−k, α−kp

−k+α−(k−1)p
−(k−1), . . . , α−kp

−k+ · · ·+αnpn, . . . (6.16)

÷àñòêîâèõ ñóì öüîãî ðÿäó ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ âiäíîñíî íîðìè | |p. Òîìó
â ïîëi (Q, | |p) öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî åëåìåíòà a. ßêùî òåïåð
êîæíîìó ðÿäó (6.15) ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü éîãî ñóìó, òî îòðèìà¹ìî
âiäîáðàæåííÿ χ ïîëÿ Qp â ïîëå (Q, | |p). Iç âïðàâè 6.5 âèïëèâà¹ íàâiòü,
ùî öå âiäîáðàæåííÿ áóäå ãîìîìîðôiçìîì ïîëiâ.

ßêùî α−k ̸= 0, òî íîðìà êîæíîãî ÷ëåíà ïîñëiäîâíîñòi (6.16) äîðiâ-
íþ¹ pk. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 6.7.c íîðìà ãðàíèöi öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi (òîá-
òî ñóìè ðÿäó (6.15) (6.15)) òàêîæ äîðiâíþ¹ pk. Îòæå, ïðè ãîìîìîðôiçìi
χ : Qp → (Q, | |p) íåíóëüîâi åëåìåíòè ïåðåõîäÿòü ó íåíóëüîâi. Òîìó öåé
ãîìîìîðôiçì ¹ ií'¹êòèâíèì.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ içîìîðôiçìó ïîëiâ (Q, | |p) i Qp ëèøèëîñÿ
ïîêàçàòè, ùî ãîìîìîðôiçì χ ¹ ñþð'¹êòèâíèì, òîáòî ùî êîæåí åëåìåíò
ïîëÿ (Q, | |p) ¹ ñóìîþ äåÿêîãî ðÿäó (6.15).

Äâi ôóíäàìåíòàëüíi âiäíîñíî íîðìè | |p ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ ïî-
ëÿ Q íàçâåìî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ¨õ ðiçíèöÿ çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Òîäi
ïîëå (Q, | |p) � öå ìíîæèíà êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïî-
ñëiäîâíîñòåé. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî â êîæíîìó êëàñi åêâiâàëåíòíîñòi
ìîæíà âèáðàòè êàíîíi÷íîãî ïðåäñòàâíèêà20.

Òâåðäæåííÿ 6.13. Íåõàé (an)n∈N � ôóíäàìåíòàëüíà âiäíîñíî p-àäè÷-
íî¨ íîðìè ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ÿêà íå çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ.
Òîäi iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî

|ak|p = |ak+1|p = |ak+2|p = · · · .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N íå çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, òî
iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n çíàéäåòüñÿ
òàêèé íîìåð m > n, ùî |am|p > ε. Ç iíøîãî áîêó, iç ôóíäàìåíòàëüíîñòi

20Ó ÿêîìó ñåíñi êàíîíi÷íîãî, öå ìè óòî÷íèìî òðîõè ïiçíiøå.
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öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî N , ùî äëÿ âñiõ u, v > N
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |au − av|p < ε. Âèáåðåìî òåïåð òàêå k > N ,
ùî |ak|p > ε. Òîäi äëÿ âñiõ m > k áóäå |am − ak|p < ε. Çîêðåìà,
|am − ak|p ̸= |ak|p. Òîìó çà òâåðäæåííÿì 6.9.a äëÿ âñiõ m > k ìà¹ìî:

|am|p = |ak + (am − ak)|p = max(|ak|p, |am − ak|p) = |ak|p .

Çìiíèâøè, ó ðàçi ïîòðåáè, êiëüêà ïåðøèõ ÷ëåíiâ (ùî íå âïëèâà¹ íà
çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi òà ¨¨ ãðàíèöþ), ìîæåìî äàëi ââàæàòè, ùî

|a1|p = |a2|p = |a3|p = |a4|p = · · · = (1/p)m .

Òîäi äëÿ ïîñëiäîâíîñòi bn = p−man ìàòèìåìî:

|bn|p = |p−man|p = |p−m|p · |an|p = pm · (1/p)m = 1 .

Çàïèøåìî bn ó âèãëÿäi bn = un/vn, äå äðiá un/vn � íåñêîðîòíèé. Iç
ðiâíîñòi |bn|p = 1 âèïëèâà¹, ùî êîæíå ç ÷èñåë un i vn âçà¹ìíî ïðîñòå ç p.
Çîêðåìà, iñíó¹ òàêå öiëå ÷èñëî wn, ùî wnvn ≡ 1 (mod pn). Ïîêëàäåìî
dn = unwnmod pn. Òîäi áóäåìî ìàòè:

dn − bn = (unwn + tpn)− un
vn

=
un(wnvn − 1) + vntp

n

vn
.

Îñêiëüêè wnvn − 1 äiëèòüñÿ íà pn, à vn âçà¹ìíî ïðîñòå ç p, òî
ordp(dn− bn) ≥ n, à òîìó |dn − bn|p ≤ 1/pn. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü
(dn− bn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, à òîìó ïîñëiäîâíîñòi (bn)n∈N i (dn)n∈N
� åêâiâàëåíòíi. Êðiì òîãî, iç íåðiâíîñòi |bn|p ̸= |dn − bn|p âèïëèâà¹, ùî

|dn|p = |bn + (dn − bn)|p = |bn|p = 1.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà ïiäñóìóâàòè ó âèãëÿäi òàêîãî òâåð-
äæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 6.14. ßêùî ôóíäàìåíòàëüíà âiäíîñíî p-àäè÷íî¨ íîðìè
ïîñëiäîâíiñòü (an)n∈N ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë íå ¹ çáiæíîþ äî íóëÿ, òî
âîíà åêâiâàëåíòíà äåÿêié ôóíäàìåíòàëüíié ïîñëiäîâíîñòi (pmdn)n∈N,
äå ÷èñëî m ôiêñîâàíå, à dn äëÿ êîæíîãî n ¹ öiëèì ÷èñëîì iç ïðîìiæêó
[0, pn) i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |dn|p = 1.

Ðîçáåðåìîñÿ äîêëàäíiøå, ÿêèìè ìàþòü áóòè ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi
(dn)n∈N. Iç ¨¨ ôóíäàìåíòàëüíîñòi âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà k iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî äëÿ âñiõ l,m > N âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü |dl−dm|p < 1/pk. Òîáòî ÷èñëî dl−dm ìà¹ äiëèòèñÿ ïðèíàéìíi
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íà pk+1. Öå îçíà÷à¹, ùî êîëè çàïèñàòè êîæíå dn ó ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç
îñíîâîþ p:

dn = α
(n)
0 + α

(n)
1 p+ α

(n)
2 p2 + · · ·+ α

(n)
k(n)p

k(n) ,

òî äëÿ âñiõ n > N êîåôiöi¹íòè α(n)
0 , α(n)

1 , . . . , α(n)
k íå çàëåæàòü âiä n.

Òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî i ïîñëiäîâíiñòü (α
(n)
i )n∈N, ïî÷èíàþ÷è ç ïåâ-

íîãî ìiñöÿ, ñòàáiëiçó¹òüñÿ. Çíà÷åííÿ, íà ÿêîìó âîíà ñòàáiëiçó¹òüñÿ,
ïîçíà÷èìî αi.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîñëiäîâíiñòü

d̃0 = α0, d̃1 = α0 + α1p, . . . , d̃n = α0 + α1p+ · · ·+ αnp
n, . . . . (6.17)

Âîíà åêâiâàëåíòíà ïîñëiäîâíîñòi (dn)n∈N. Ñïðàâäi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç n(i)
íîìåð, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi (α(n)

i )n∈N äîðiâíþþòü αi.
Íåõàé Nk = max(n(0), n(1), . . . , n(k)). Òîäi äëÿ âñiõ n > Nk

dn = α0 + α1p+ · · ·+ αkp
k + · · ·+ α

(n)
k(n)p

k(n) ,

çâiäêè |dn − d̃n|p < 1/pk. Ïîçàÿê k äîâiëüíå, òî öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëi-
äîâíiñòü dn − d̃n çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ.

Iç äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (pmd̃n)n∈N áóäå åêâiâàëåí-
òíîþ ïîñëiäîâíîñòi (pmdn)n∈N, à òèì ñàìèì i ïîñëiäîâíîñòi (an)n∈N.
Ïîñëiäîâíiñòü (pmd̃n)n∈N i áóäåìî ââàæàòè êàíîíi÷íèì ïðåäñòàâíèêîì
òîãî êëàñó åêâiâàëåíòíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêèé ìi-
ñòèòü (an)n∈N.

Ç iíøîãî áîêó, ïîñëiäîâíiñòü (pmd̃n)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ÷àñòêîâèõ
ñóì ðÿäó

α0p
m + α1p

m+1 + α2p
m+2 + · · ·+ αkp

m+k + · · · , (6.18)

òîìó âîíà çáiãà¹òüñÿ äî ñóìè öüîãî ðÿäó. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òîãî,
ùî êîæåí åëåìåíò ïîëÿ (Q, | |p) ¹ ñóìîþ äåÿêîãî ðÿäó âèãëÿäó (6.15).

Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè òàêó òåîðåìó:

Òåîðåìà 6.11. Êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò a iç ïîïîâíåííÿ (Q, | |p)
ïîëÿ Q ç p-àäè÷íîþ íîðìîþ îäíîçíà÷íî çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

a =

∞∑
k=m

αkp
k, äå m ∈ Z, αm ̸= 0 i 0 ≤ αk < p äëÿ âñiõ k . (6.19)

Ïðè òàêîìó çàïèñi åëåìåíòiâ ïîïîâíåííÿ (Q, | |p) âîíî îòîòîæíþ¹-
òüñÿ ç ïîëåì Qp p-àäè÷íèõ ÷èñåë.
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Çàóâàæåííÿ. 1. ßêùî åëåìåíò a ∈ Qp ìà¹ òàêèé âèãëÿä, ÿê ó (6.19),
òî |a|p = (1/p)m.

2. Êiëüöå Z(p) öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ
{a ∈ Qp | |a|p ≤ 1}. ßêùî åëåìåíò a = α0 + α1p+ α2p

2 + · · · êiëüöÿ Z(p)

îòîòîæíèòè ç ïîñëiäîâíiñòþ (α0, α1, α2, . . .) éîãî êîåôiöi¹íòiâ, òî Z(p)

ìîæíà îòîòîæíèòè ç ìíîæèíîþ Xω óñiõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé
áóêâ ç àëôàâiòó X = {0, 1, . . . , p − 1}. Òîäi p-àäè÷íà ìåòðèêà íà Z(p)

çáiãà¹òüñÿ ç ìåòðèêîþ íà Xω, âèçíà÷åíîþ íà ñòîð. 153.

6.8 Òîïîëîãiÿ ïîëÿ Qp

Òîïîëîãi÷íå ïîëå íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, ÿêùî iñíó¹ îêië
íóëÿ, çàìèêàííÿ ÿêîãî ¹ êîìïàêòíèì.

Òåîðåìà 6.12. Ëîêàëüíî êîìïàêòíå íîðìîâàíå ïîëå P ¹ ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (an)n∈N � ïîñëiäîâíiñòü Êîøi åëåìåíòiâ ïîëÿ P i U
� òàêèé îêië íóëÿ, çàìèêàííÿ U ÿêîãî ¹ êîìïàêòíèì. Iç âiäêðèòîñòi U
âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî ε > 0, ùî ìíîæèíà {a ∈ P | ∥a∥ < ε} ìi-
ñòèòüñÿ â U . Òîäi ç îçíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi Êîøi âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ
òàêîãî N , ùî am− aN ∈ U äëÿ âñiõ m > N . Ïîñëiäîâíiñòü (an− aN )n∈N
òàêîæ ¹ ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi. Ó êîìïàêòíié ìíîæèíi êîæíà íåñêií÷åí-
íà ïiäìíîæèíà ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó. Òîìó ç êîìïàêòíîñòi U âèïëèâà¹
iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi am1 − aN , mp2 − aN , . . . , ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî
äåÿêîãî b ∈ U . Òîäi çà òâåðäæåííÿì 6.7.b ïîñëiäîâíiñòü (an − aN )n∈N
òàêîæ çáiãà¹òüñÿ äî b. À çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî lim

n→∞
an = b+ aN .

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî öiëîãî ÷èñëà m ïîçíà÷èìî ÷åðåç Um ìíî-
æèíó p-àäè÷íèõ ÷èñåë âèãëÿäó a =

∑∞
k=m αkp

k. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî
òàêîãî ÷èñëà a

|a|p ≤ (1/p)m < (1/p)m−1,

òî Um ¹ îêîëîì íóëÿ.

Âïðàâà 6.6. Äîâåäiòü, ùî Um + Um = Um.

Òâåðäæåííÿ 6.15. Äëÿ êîæíîãî m ìíîæèíà Um i ¨¨ äîïîâíåííÿ
Um = Qp r Um ¹ çàìêíåíèìè (îòæå, i âiäêðèòèìè) ïiäìíîæèíàìè
ïîëÿ Qp.

Äîâåäåííÿ. Iç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 6.13 âèäíî, ùî âîíî ¹ ïðàâèëü-
íèì äëÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé Êîøi åëåìåíòiâ ïîëÿ Qp. Çâiäñè i ç
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òâåðäæåííÿ 6.7.c âèïëèâà¹, ùî íîðìà ãðàíèöi êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi åëåìåíòiâ iç Um íå ïåðåâèùó¹ (1/p)m. À òîìó òàêà ïîñëiäîâíiñòü
çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà ç Um, ùî é äîâîäèòü çàìêíåíiñòü Um.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ïîñëiäîâíiñòü Êîøi (an)n∈N åëåìåíòiâ iç Um
çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî åëåìåíòà a ∈ Um. Òîäi ç òâåðäæåíü 6.7.c i 6.13
âèïëèâà¹, ùî ìàéæå äëÿ âñiõ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi (an)n∈N âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü |an|p = |a|p. Àëå òîäi ç íåðiâíîñòi |a|p ≤ (1/p)m âèïëèâà¹, ùî
ìàéæå âñi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi (an)n∈N íàëåæàòü ìíîæèíi Um, ùî ñóïå-
ðå÷èòü óìîâi. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç Um ìîæå çáiãàòèñÿ ëèøå
äî åëåìåíòà ç Um. Îòæå, ìíîæèíà Um òàêîæ ¹ çàìêíåíîþ.

Âiäêðèòiñòü ìíîæèí Um i Um òåïåð âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîæíà ç íèõ
¹ äîïîâíåííÿì äðóãî¨.

Çîêðåìà, iç òâåðäæåííÿ 6.15 îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ïîëå Qp ¹ íå-
çâ'ÿçíèì.

Òâåðäæåííÿ 6.16. Äëÿ êîæíîãî m ìíîæèíà Um ¹ êîìïàêòíîþ.

Äîâåäåííÿ. Êîìïàêòíiñòü ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî êîæíà íåñêií÷åííà ïiä-
ìíîæèíà ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó. Íåõàé M � íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ç
Um. Êîæåí åëåìåíò a ∈M çàïèøåìî ó âèãëÿäi a =

∑∞
k=m αkp

k. Îñêiëü-
êè äëÿ åëåìåíòiâ iç M êîåôiöi¹íò αm ìîæå íàáóâàòè ùîíàéáiëüøå p
ðiçíèõ çíà÷åíü, òî iñíó¹ çíà÷åííÿ, ÿêå íàáóâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî áàãàòî
ðàçiâ. Íåõàé öå α′

m. Ìíîæèíó òèõ åëåìåíòiâ iç M , äëÿ ÿêèõ αm = α′
m,

ïîçíà÷èìî Mm.
À äàëi ìiðêó¹ìî àíàëîãi÷íî. Êîåôiöi¹íò αm+1 åëåìåíòiâ ç Mm ìî-

æå íàáóâàòè ùîíàéáiëüøå p ðiçíèõ çíà÷åíü. Òîìó iñíó¹ çíà÷åííÿ, ÿêå
íàáóâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî áàãàòî ðàçiâ. Íåõàé öå α′

m+1. Ìíîæèíó òèõ
åëåìåíòiâ iç Mm, äëÿ ÿêèõ αm+1 = α′

m+1, ïîçíà÷èìî Mm+1. I ò. ä.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî åëåìåíò a′ =

∑∞
k=m α

′
kp
k ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíî-

æèíè M .

Íàñëiäîê 6.2. Êiëüöå Z(p) öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë ¹ êîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi Z(p) = U1 i òâåðäæåííÿ 6.16.

Íàñëiäîê 6.3. Ïîëå Qp p-àäè÷íèõ ÷èñåë ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 6.16 i òîãî, ùî êîæíà ç ìíîæèí
Um ¹ îêîëîì íóëÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.17. Ïîëå Qp ¹ ñêðiçü ðîçðèâíèì (òîáòî íå ìiñòèòü íå-
îäíîåëåìåíòíèõ çâ'ÿçíèõ ïiäìíîæèí).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïiäìíîæèíà M ⊆ Qp ìiñòèòü áiëüøå îäíîãî åëåìåí-
òà. Âèáåðåìî â M ïåâíèé åëåìåíò a i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

M ′ =M − a = {x− a | x ∈M} .

Âiçüìåìî â M ′ äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò b i âèáåðåìî öiëå ÷èñëî
m òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü (1/p)m < |b|p. Òîäi çà òâåðäæåííÿì
6.15 îáèäâi êîìïîíåíòè ðîçáèòòÿ

M ′ = (M ′ ∩ Um) ∪ (M ′ ∩ Um)

¹ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè, ïðè÷îìó íåïîðîæíiìè: M ′ ∩ Um ìiñòèòü 0, à
M ′ ∩ Um ìiñòèòü b.

Îòæå, ìíîæèíà M ′ ¹ íåçâ'ÿçíîþ. Àëå òîäi íåçâ'ÿçíîþ áóäå i ìíî-
æèíà M , áî çà òåîðåìîþ 6.7 âiäîáðàæåííÿ M ′ → M , y 7→ y + a, ¹
ãîìåîìîðôiçìîì.

6.9 Çàäà÷i

1. Äîâåäiòü, ùî êîæåí íåíóëüîâèé åíäîìîðôiçì ãðóïè Cp∞ ¹ ñþð'¹êòèâ-
íèì.

2. Íåõàé A � îáëàñòü öiëiñíîñòi, à S � ãðóïà âñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ
ç A. Äîâåäiòü, ùî êiëüöå ÷àñòîê AS−1 çáiãà¹òüñÿ ç A.

3. Äîâåäiòü, ùî êiëüöå ÷àñòîê Z6S
−1, äå S = {1, 2, 4}, içîìîðôíå ïîëþ Z3.

4. a) Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ f : R≥0 → R≥0 i
íåàðõiìåäîâî¨ ìåòðèêè d íà ìíîæèíi X ôóíêöiÿ d′(x, y) = f(d(x, y))
òàêîæ áóäå íåàðõiìåäîâîþ ìåòðèêîþ íà X.

b) Ïîêàæiòü, ùî äëÿ àðõiìåäîâèõ ìåòðèê ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ íå ¹
ïðàâèëüíèì.

5. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìåòðèêè d íà ìíîæèíi X ôóíêöiÿ d1(x, y) =
= d(x,y)

1+d(x,y)
òàêîæ áóäå ìåòðèêîþ.

6. Äîâåäiòü, ùî íà ñêií÷åííîìó ïîëi iñíó¹ ëèøå îäíà íîðìà � òðèâiàëüíà.

7. Äîâåäiòü, ùî íà ïîëi íåíóëüîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè íå ìîæíà âèçíà÷èòè
àðõiìåäîâó íîðìó.

8. Ó ïîëi Q ç íîðìîþ | |p çíàéäiòü íàéìåíøèé ðàäióñ êóëi, ÿêà ìiñòèòü óñi
öiëi ÷èñëà.

9. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà P ((x)) ðÿäiâ Ëîðàíà ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ P
(òîáòî ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ âèãëÿäó

∑
n∈Z anx

n, ÿêi ìiñòÿòü ëèøå ñêií÷åí-
íó êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ äîäàíêiâ iç âiä'¹ìíèìè ïîêàçíèêàìè) óòâîðþ¹
ïîëå âiäíîñíî çâè÷àéíèõ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ðÿäiâ i ùî öå ïîëå
içîìîðôíå ïîëþ ÷àñòîê êiëüöÿ P [[x]] ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ iç
êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ P .
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10. Íåõàé a ∈ (0, 1), P � ïîëå, à K � îäíå ç êiëåöü P [x], P [[x]] àáî P ((x))
(äèâ. çàäà÷ó 9). Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà (ðÿäó) f(x) ∈ K
÷åðåç ω(f) ïîçíà÷èìî ïîêàçíèê íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ çìiííî¨ x, ÿêèé
çóñòði÷à¹òüñÿ â çàïèñó f(x) iç íåíóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì. Äîâåäiòü, ùî
∥f(x)∥ = aω(f) ¹ íåàðõiìåäîâîþ íîðìîþ íà K.

11. Äîâåäiòü, ùî íîðìà ∥ ∥ íà ïîëi P õàðàêòåðèñòèêè 0 áóäå íåàðõiìåäî-
âîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü ∥n∥ ≤ 1.

12. Äîâåäiòü, ùî íà ïîëi P äâi åêâiâàëåíòíi íîðìè ∥ ∥1 i ∥ ∥2 àáî îáèäâi
àðõiìåäîâi, àáî îáèäâi íåàðõiìåäîâi.

13.∗ Äîâåäiòü, ùî íîðìè ∥ ∥1 i ∥ ∥2 íà ïîëi P áóäóòü åêâiâàëåíòíèìè òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè {x ∈ F | ∥x∥1 < 1} = {x ∈ F | ∥x∥2 < 1}.

14. a) Íåõàé α > 0 � ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ Q ïîêëà-
äåìî ∥x∥ = |x|α, äå | | � çâè÷àéíà àáñîëþòíà âåëè÷èíà. Äîâåäiòü, ùî
∥ ∥ áóäå íîðìîþ íà Q òîäi é ëèøå òîäi, êîëè α ≤ 1.

b) Àíàëîãi÷íå çàâäàííÿ äëÿ ïîëÿ R.
15. Äîâåäiòü, ùî êîëè α < 0, òî ôóíêöiÿ ∥x∥ = |x|α íå ¹ íîðìîþ íà Q.
16. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíî¨ àðõiìåäîâî¨ íîðìè ∥ ∥ íà ïîëi Q ìîæíà âêàçàòè

òàêå äiéñíå ÷èñëî a ∈ (0, 1], ùî ∥x∥ = |x|a äëÿ âñiõ x ∈ Q.
17. Íåõàé x ∈ Q. Äîâåäiòü, ùî êîëè äëÿ âñiõ ïðîñòèõ p âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü |x|p ≤ 1, òî x ∈ Z.
18. Îá÷èñëiòü: a) ord2124; b) ord3 333; c) ord5 0,0125; d) ord2 0,0125;

e) ord3 123456; f) ord3 (−13,23); g) ord5 (−13,23); h) ord7 (−13,23);
i) ord11 (−13,23); j) ord3 10!; k) ord2 9!; l) ord3

(
(9!)2/39

)
;

m) ord2

(
22

n

/2n
)
; n) ord2

(
22

n

/(2n)!
)
; o) ordp (p

k!) .

19. Íåõàé 0 < a < p. Äîâåäiòü, ùî ordp(ap
k!) = a(1 + p+ p2 + · · ·+ pk−1).

20.∗ Íåõàé n = a0 + a1p + a2p
2 + · · · + akp

k � çàïèñ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

ó ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ p. Äîâåäiòü, ùî ordp(n!) =
n− sn
p− 1

, äå

sn = a0 + · · ·+ ak � ñóìà öèôð ÷èñëà n.

21. Îá÷èñëiòü ïåðøi ï'ÿòü êîåôiöi¹íòiâ p-àäè÷íîãî ðîçêëàäó ÷èñëà:

a) 0.12022 . . . · 2 .0112 . . . (p = 3); b) (0.13212 . . .)−1 (p = 5);

c) 0.012− 25.431 . . . (p = 7).

22. Çàïèøiòü ÷èñëî a ÿê åëåìåíò a = α−k . . . α−1.α0α1α2 . . . ïîëÿ p-àäè÷íèõ
÷èñåë:

a) a = 2
3
, p = 2; b) a = 1

5
, p = 3; c) a = 1

100
, p = 5; d) a = 1

100
, p = 3;

e) a = − 1
5
, p = 3; f) a = − 2

3
, p = 5; g) a = − 3

5
, p = 7; h) a = 1

4!
, p = 2;

i) a = 1
5!
, p = 5; j) a = 1

6!
, p = 3.
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23. Äîâåäiòü, ùî p-àäè÷íå ÷èñëî αkp
k + αk+1p

k+1 + αk+2p
k+2 + · · · áóäå

ðàöiîíàëüíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü éîãî êîåôiöi¹íòiâ
αk, αk+1, αk+2, . . . áóäå, ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî ìiñöÿ, ïåðiîäè÷íîþ.

24. Äîâåäiòü, ùî p-àäè÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà a ∈ Qp áóäå ñêií÷åííèì òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè a ¹ äîäàòíèì ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì iç çíàìåííèêîì,
ÿêèé ¹ ñòåïåíåì p.

25. Äîâåäiòü, ùî ïîëå R íå içîìîðôíå æîäíîìó ïîëþ Qp.

26. Äîâåäiòü, ùî êîëè p ̸= q, òî ïîëÿ Qp i Qq íå içîìîðôíi.

27. Äîâåäiòü, ùî ¹äèíèì àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ Qp ¹ òîòîæíèé àâòîìîðôiçì.

28. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ ÷èñåë ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü
Êîøi âiäíîñíî íîðìè | |p.

29.∗ Äîâåäiòü, ùî êîæíà ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë ìiñòèòü çái-
æíó âiäíîñíî íîðìè | |p ïiäïîñëiäîâíiñòü.

30. Ç'ÿñóéòå, ÷è áóäå ïîñëiäîâíiñòü (pn)n≥0 çáiæíîþ â ïîëi Qp, i â ðàçi ïî-
çèòèâíî¨ âiäïîâiäi çíàéäiòü ãðàíèöþ.

31. Äîâåäiòü, ùî ðÿä a1 + a2 + a3 + · · · åëåìåíòiâ ïîëÿ Qp çáiãà¹òüñÿ òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü (an)n≥1 éîãî ÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ äî 0.

32. Íåõàé x ∈ Q. Çíàéäiòü íåîáõiäíó é äîñòàòíþ óìîâó äëÿ òîãî, ùîá âè-
êîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü lim

n→∞

∣∣xn

n!

∣∣
p
= 0.

33. Çíàéäiòü ó ïîëi Qp ñóìó ðÿäó:

a) 1 + p+ p2 + p3 + p4 + p5 + · · · ;
b) 1− p+ p2 − p3 + p4 − p5 + · · · ;
c) 1 + (p− 1)p+ p2 + (p− 1)p3 + p4 + (p− 1)p5 + · · · .

34. Äîâåäiòü, ùî â ïîëi Q ç íîðìîþ | |p äàíà ïîñëiäîâíiñòü íå ¹ çáiæíîþ:

a) an = n; b)∗ an = 1 + p1! + p2! + · · ·+ pn!.

35.∗ Íåõàé m � íàòóðàëüíå ÷èñëî, âçà¹ìíî ïðîñòå ç p. Äîâåäiòü, ùî â ïîëi
p-àäè÷íèõ ÷èñåë ïîñëiäîâíiñòü (mpn)n≥1 ¹ çáiæíîþ.

36. Äîâåäiòü, ùî â êiëüöi öiëèõ 7-àäè÷íèõ ÷èñåë
√
2 i

√
11 iñíóþòü, à

√
3 i√

5 � íå iñíóþòü.

37. Äîâåäiòü, ùî â êiëüöi öiëèõ 11-àäè÷íèõ ÷èñåë
√
3 i

√
5 iñíóþòü, à

√
2 i√

7 � íå iñíóþòü.

38. Äëÿ ÿêèõ ïðîñòèõ ÷èñåë p ç iíòåðâàëó (1, 25) ó ïîëi Qp ìîæíà äîáóòè
êâàäðàòíèé êîðiíü ç −1?

39. Îá÷èñëiòü ïåðøi ï'ÿòü çíàêiâ ÷èñëà
√
−1 ó ïîëi a) Q5, b) Q13.

40. Íåõàé p > 2, à m � êâàäðàòè÷íèé ëèøîê çà ìîäóëåì p. Äîâåäiòü, ùî â
ïîëi p-àäè÷íèõ ÷èñåë iñíóþòü äâà ðiçíi êâàäðàòíi êîðåíi ç ÷èñëà m.

41. Îá÷èñëiòü ó ïîëi Q2 ïåðøi 6 çíàêiâ ÷èñëà
√
−7.
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42. Ç'ÿñóéòå, ÷è iñíó¹ â ïîëi Q13 êâàäðàòíèé êîðiíü iç ÷èñëà a) 5, b) 10,
c) −10, d) 0.43271, e) 0.51209, f) 41.21, g) 4.121, h) 75, i) 3− 5 · 132.

43. Íåõàé p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî. Äîâåäiòü, ùî ìîæíà âèáðàòè òàêi
÷îòèðè íàòóðàëüíi ÷èñëà a1, a2, a3 i a4, ùî äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîâîãî
c ∈ Qp ðiâíî îäíå ç ÷èñåë a1c, a2c, a3c i a4c ìà¹ â ïîëi Qp êâàäðàòíèé
êîðiíü.

44. Íåõàé p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî. Äîâåäiòü, ùî â ïîëi p-àäè÷íèõ ÷èñåë
iñíó¹ ëèøå îäèí êîðiíü ñòåïåíÿ p ç îäèíèöi.

45.∗ Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ìíîãî÷ëåí xp−x ìà¹ â ïîëi
Qp ðiâíî p ðiçíèõ êîðåíiâ.

46. Äîâåäiòü, ùî êiëüöå Z ¹ ñêðiçü ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ êiëüöÿ Z(p).

47. Äîâåäiòü, ùî ïîëå Q ¹ ñêðiçü ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ ïîëÿ Qp.
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Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè

Ãëàâà 1. 3. Òiëüêè A i ∅. Âêàçiâêà. A íå ìiñòèòü íåòðèâiàëüíèõ iíâàði-
àíòíèõ ïiäìíîæèí. 5. a),b) 0, V ; c) âñi ïiäïðîñòîðè. 6. Âêàçiâêà. Íåõàé
⟨A; (ωi)i∈I⟩ � àëãåáðà. Âiçüìåìî äîâiëüíèé a ∈ A i âèçíà÷èìî: B0 = {a},
Bn+1= Bn∪

∪
i∈I ωi(Bn). Òîäi B =

∪
nBn � íå áiëüøå íiæ çëi÷åííà ïiä-

àëãåáðà. 8. Âêàçiâêà. Íåõàé d � ÍÑÄ åëåìåíòiâ ïiäàëãåáðè A ⊆ ⟨N; +⟩
i a1, . . . , ak � íàáið åëåìåíòiâ ç A, ÍÑÄ ÿêèõ äîðiâíþ¹ d. Ïîêàæiòü, ùî
⟨a1, . . . , ak⟩ ìiñòèòü ìàéæå âñi åëåìåíòè, êðàòíi d, à òîìó A ìà¹ ñêií÷åííó
ñèñòåìó òâiðíèõ. 11. Âêàçiâêà. ßêùî ⟨X r {b}⟩ ̸= A, òî ⟨X r {b}⟩ ìiñòè-
òüñÿ â äåÿêié ìàêñèìàëüíié ïiäàëãåáði C. Îñêiëüêè b ∈ C, òî ⟨X⟩ ⊆ C ̸= A.
17. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàéòå çàäà÷ó 1.16 i òå, ùî äåìîðãàíiâñüêèé äîáóòîê
äâîõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi áóäå âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi òîäi é ëè-
øå òîäi, êîëè âîíè êîìóòóþòü. 19. Âêàçiâêà. b) Ðîçãëÿíüòå ãîìîìîðôiçì
φ : A→ A/θ1 ×A/θ2, a 7→ (aθ1 , aθ2). Iç θ1 ∩ θ2 = oA âèïëèâà¹ ií'¹êòèâíiñòü φ.
Íåõàé òåïåð (a′θ1 , a

′′
θ2) ∈ A/θ1 × A/θ2. Òîäi iñíó¹ òàêèé a, ùî (a′, a) ∈ θ1,

(a, a′′) ∈ θ2, çâiäêè (a′θ1 , a
′′
θ2) = (aθ1 , aθ2). 22. Íi. Âêàçiâêà. Íà ìíîæèíi

Zn âèçíà÷èìî óíàðíó îïåðàöiþ x∗ = (x+ 1)mod n. Òîäi âñi àëãåáðè ⟨Zn;
∗⟩

� ñêií÷åííi, à A =
∏

n(Zn;
∗) íå ìiñòèòü ñêií÷åííèõ ïiäàëãåáð. 23. Âêàçiâ-

êà. Ó íåòðèâiàëüíîìó ïiäïðÿìîìó ðîçêëàäi âñi ìíîæíèêè áóäóòü àáåëåâèìè.
24. Òiëüêè Cpn i Cp∞ . Âêàçiâêà. Óñi åëåìåíòè ïîâèííi ìàòè ñêií÷åííèé ïî-
ðÿäîê, ïðè÷îìó ñåðåä ïðîñòèõ äiëüíèêiâ ïîðÿäêiâ åëåìåíòiâ íå ìîæå áóòè
ðiçíèõ.

Ãëàâà 2. 1.

0 a

0 0 0

a 0 0

,

1 a

1 1 a

a a 1

,

0 1

0 0 0

1 0 1

,

a b

a a a

b b b

,

a b

a a b

b a b

.

Äâi îñòàííi íàïiâãðóïè àíòèiçîìîðôíi. 2. b) Òîäi é ëèøå òîäi, êîëè åëåìåíò
a � îáîðîòíèé. 3. Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíüòå íåñêií÷åííèé â îáèäâà áîêè ëàíöþã.
4. a)

(
n
i

)2
i!; b) S(n, i) n!

(n−i)!
; c) S(n+1, i+1) n!

(n−i)!
, (äå S(n, i) � ÷èñëî Ñòiðëiíãà

äðóãîãî ðîäó). 6. Âêàçiâêà. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ äëÿ äàíîãî a ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü
ax = a i ya = a ¹ âiäïîâiäíî ïðàâîþ òà ëiâîþ îäèíèöÿìè. 7. Íi. Âêàçiâêà.
a) Íåõàé S = {a, b, c}, aa = cc = a, bb = b, óñi iíøi äîáóòêè äîðiâíþþòü c. Òî-
äi {a, b} ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ, äëÿ ÿêî¨ àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ.
Àëå ab · c = cc = a, a · bc = ac = c. b) Íåõàé S = {a, a2, a3}, a · a3 = a3 · a = a,
a2 · a2 = a2. Òîäi a · (a · a2) = a · a3 = a, àëå (a · a) · a2 = a2 · a2 = a2. 8. 2n − 1.
9. Âêàçiâêà. T (1)

n i T (0)
n içîìîðôíi çâ'ÿçöi, ùî áóäó¹òüñÿ çà ëàíöþãîì äîâæè-

íè n. 10. G � ïåðiîäè÷íà ãðóïà. 14. a)
∑n

k=1

(
n
k

)
kn−k; b)

∑n
k=0

(
n
k

)
(k+1)n−k.

Âêàçiâêà. Ñïî÷àòêó âèáåðiòü îáðàç iäåìïîòåíòà, à ïîòiì ïiäðàõóéòå êiëüêiñòü
iäåìïîòåíòiâ iç öèì îáðàçîì. 15. a) 9, b) 12, c) 18, d) 16. 16. Âêàçiâêà. ßêùî
am ∈ I, òî al ∈ I äëÿ âñiõ l ≥ m. Çîêðåìà, I çàâæäè ìiñòèòü ãðóïîâó ÷àñòè-
íó S. 17. n·τ(k), äå τ(k) � êiëüêiñòü äiëüíèêiâ ÷èñëà k. Âêàçiâêà. Ïîñòàâèâøè
ó âiäïîâiäíiñòü êîíãðóåíöi¨ ρ íà ⟨a⟩ iíäóêîâàíó êîíãðóåíöiþ ρ íà Ga, îäåðæè-
ìî ñþð'¹êöiþ ìíîæèíè êîíãðóåíöié íà ⟨a⟩ íà ìíîæèíó êîíãðóåíöié íà Ga.
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Òîìó êîæíà êîíãðóåíöiÿ ρ íà ⟨a⟩ çàäà¹òüñÿ ïàðîþ ÷èñåë (t,m), äå 1 ≤ t ≤ n,
m|k,. Ïðè öüîìó apρaq ⇔ p ≡ q (mod m) äëÿ p, q ≥ t, à êëàñè 1, 2 . . . , t− 1
� îäíîåëåìåíòíi. 18. Óñi ìîíîãåííi íàïiâãðóïè. 19. Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíåìî
ëèøå òi åëåìåíòè π ∈ T (N), êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ãðàôiâ äi¨ ÿêèõ ìàþòü
òàêèé âèãëÿä: öèêë äîâæèíè k, äî ÿêîãî ïðè÷åïëåíî êiëüêà �õâîñòiâ� äîâ-
æèíè n. Âñi òàêi åëåìåíòè ìàþòü òèï (n, k). Çiñòàâèìî åëåìåíòó π ïîñëiäîâ-
íiñòü a1, a2, . . . , äå am � êiëüêiñòü êîìïîíåíò iç m �õâîñòàìè�. Ìîíîãåííi
ïiäíàïiâãðóïè, ïîðîäæåíi åëåìåíòàìè, ÿêèì âiäïîâiäàþòü ðiçíi ïîñëiäîâíî-
ñòi, � íå ïîäiáíi. 20. Âêàçiâêà. Íåõàé a1, . . . aτ(k) � óñi äiëüíèêè ÷èñëà k.
Òîäi êîæíèé åëåìåíò π ∈ IS(N) òèïó (n, k) iç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi õàðà-
êòåðèçó¹òüñÿ íàáîðîì (α1, . . . , αn, β1, . . . , βτ(k)), äå αi � êiëüêiñòü ëàíöþãiâ
äîâæèíè i, à βj � êiëüêiñòü öèêëiâ äîâæèíè aj ó ëàíöþãîâîìó ðîçêëàäi π.
22. Êîæíà êîíãðóåíöiÿ çàäà¹òüñÿ ïàðîþ (k, d) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i ìà¹ âè-
ãëÿä {1}, {2}, . . . , {k − 1}, {k + nd | n ≥ 0}, {k + 1 + nd | n ≥ 0}, . . . ,
{k+(d−1)+nd | n ≥ 0}. Êîíãðóåíöiÿìè Ðiñà áóäóòü ëèøå òi, äëÿ ÿêèõ d = 1.
Âêàçiâêà. ßêùî k � íàéìåíøå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî êëàñ k ìiñòèòü > 1 åëåìåíòà,
òî k + d � íàéìåíøå ÷èñëî ç k r {k}. 27. a)

∑k
i=0

(
n
i

)(
k
i

)
i!; b) kn, c) (k + 1)n.

30. a)
∑k

i=0

(
n
i

)(
k
i

)
i!; b) nk, c) (n+1)k. 31. a)

∑k
i=0

(
n
i

)2
i!; b)

∑k
i=1 S(n, i)

n!
(n−i)!

;

c)
∑k

i=0 S(n + 1, i + 1) n!
(n−i)!

, (äå S(n, i) � ÷èñëî Ñòiðëiíãà äðóãîãî ðîäó).
32. Âêàçiâêà. a) axb · ayb = axyb⇒ xbay = xy, çâiäêè abay = ay, abayb = ayb i
bay = y. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ i ðiâíiñòü xba = x. 33. a) Bn; b) Bn+1 (Bn �
n-òå ÷èñëî Áåëëà). 35. a)

(
n
k

)
; b) S(n, k); c) S(n+ 1, k + 1) (äå S(n, i) � ÷èñëî

Ñòiðëiíãà äðóãîãî ðîäó). 37. a)
(
n
k

)
k!; b) S(n, k)k!; c) S(n+1, k+1)k! (äå S(n, i)

� ÷èñëî Ñòiðëiíãà äðóãîãî ðîäó). 38. a)
(
n
k

)
; b)

(
n
k

)
kn−k; c)

(
n
k

)
(k + 1)n−k.

40. Óñi âiäíîøåííÿ �ðiíà çáiãàþòüñÿ ç âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi. 44. Âêàçiâêà.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé aba = a, bab = b i ab = ba. Êðiì òîãî, aaa = a. Òîìó
a = ababa = baaab = bab = b. Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè a · a2 = a2 · a, òî a = a2.
Òåïåð iç aba · a = aba = a2 · ba = a · aba âèïëèâà¹ a = aba. 45. Âêàçiâêà. Iç
φ2 = id âèïëèâà¹, ùî φ íàñïðàâäi ¹ àíòèiçìîðôiçìîì. Â iíâåðñíié íàïiâãðóïi
òàêèì àíòèiçîìîðôiçìîì ¹ a 7→ a−1. Íàâïàêè, íåõàé òàêèé φ i b, c � åëåìåíòè,
iíâåðñíi äî a. Òîäi φ(b) = φ(ba · b) = φ(b) · ba = φ(b) · ba · ca = φ(ca · ba · b) =
= φ(cab) = φ(c · ac · ab) = ab · ac · φ(c) = ac · φ(c) = φ(cac) = φ(c), çâiäêè
b = c. 46. Âêàçiâêà. ßêùî a i b � iíâåðñíi, òî åëåìåíò e = ab ¹ iäåìïîòåíòîì i
a, b ∈ eSe. 47. Âêàçiâêà. Íåõàé ab ̸= a. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî c áóäå a ·bc = ab ·c,
çâiäêè bc = c. Îòæå, êîæåí åëåìåíò b, ÿêèé íå ¹ ïðàâîþ îäèíèöåþ, ¹ ëiâîþ
îäèíèöåþ. Àëå ðiçíi ëiâi òà ïðàâi îäèíèöi îäíî÷àñíî iñíóâàòè íå ìîæóòü.

Ãëàâà 3. 4. Íi. 5. Íi. Âêàçiâêà. Äëÿ ðîäèíè ôóíêöié fn = n · |x − 1/2|,
n ∈ N, òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ãðàíi íå iñíó¹. 6. Âêàçiâêà. ßêùî (Ai)i∈I � ëàíöþã
ìíîæèí iç L, òî A =

∪
i∈I Ai òàêîæ íàëåæèòü L. Äàëi çàñòîñóéòå ëåìó Öîð-

íà. 7. Âêàçiâêà. I ñïîñiá. Çàäàéòå ÿêó-íåáóäü ái¹êöiþ ìiæ N i Z2, à ïîòiì
âiçüìiòü íà ïëîùèíi öåíòðàëüíîñèìåòðè÷íó ñìóãó øèðèíè l > 1 i ïîâåðòàé-
òå ¨¨ íàâêîëî öåíòðà êîîðäèíàò. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ïîëîæåííÿ ñìóãè
âiçüìiòü óñi òî÷êè ç öiëèìè êîîðäèíàòàìè, ùî ïîïàäàþòü ó ñìóãó. (Çàóâà-
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æèìî, ùî áóäü-ÿêi äâà åëåìåíòè ç ïîáóäîâàíîãî àíòèëàíöþãà íàâiòü ìàþòü
ñêií÷åííèé ïåðåòèí). II ñïîñiá. Çàäàéòå ÿêó-íåáóäü ái¹êöiþ ìiæ N i Q, à ïîòiì
çàôiêñóéòå êîíñòàíòó c > 0 i êîæíîìó äiéñíîìó ÷èñëó a çiñòàâòå ìíîæèíó
Ma = (a, a+c)∩Q. 8. Âêàçiâêà. Äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê k = 2. Íåõàé äëÿ
åëåìåíòiâ a1, a2 ∈ M1 i b1, b2 ∈ M2 ó âiäïîâiäíèõ ìíîæèíàõ âåðõíiõ ãðàíåé
íåìà. Ðîçãëÿíüòå òó ç ìíîæèí M1 i M2, ÿêà ìiñòèòü âåðõíþ ãðàíü ìíîæèíè
{a1, a2, b1, b2}. 10. Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíüòå âiäîáðàæåííÿ I → J , x 7→ x ∨ b, i
J → I, y 7→ y ∧ a. 11. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàéòå çàäà÷ó 3.10 i òåîðåìó ïðî
óùiëüíåííÿ. 14. Âêàçiâêà. a) Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi ac ≤ a, bc ≤ b,
ac ≤ c, bc ≤ c i âïðàâó 3.3, äîâåäiòü íåðiâíîñòi ac + bc ≤ a + b i ac + bc ≤ c.
15. Âêàçiâêà. a) Ñêîðèñòàéòåñÿ íåðiâíiñòþ b+ c ≥ bc. ñ) Ïîçàÿê a, b ≤ a+ b,
òî a(b + c) = a(b + c)(a + b) = a

(
b + c(a + b)

)
= a(b + bc) = ab. 17. Âêàçiâêà.

a) ⇒ b). Îñêiëüêè ab ≤ a, òî a(ab+ c) = ab+ ac. b) ⇒ c). Ïîçàÿê a = a(a+ b),
òî (a+b)(a+c) = (a+b)

(
(a+b)a+c

)
= (a+b)a+(a+b)c = a+(a+b)c. c) ⇒ a).

Îñêiëüêè ç a ≤ b âèïëèâà¹ a+ b = b, òî b(a+ c) = (a+ b)(a+ c) = a+(a+ b)c =
= a+bc. a) ⇒ d): ïîêàæiòü, ùî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi äîðiâíþþòü a+bc+d.
d) ⇒ a). Ïîêëàäiòü b = d. a) ⇒ e). a = a+ab = a+ bc = (a+ b)c = (b+ c)c = c.
e) ⇒ a). ßêùî a ≤ c, òî a + bc ≤ (a + b)c ≤ c. Êðiì òîãî, (a + b)c · b = cb.
Òîìó cb ≥ (a+ bc) · b ≥ bc · b = cb, çâiäêè (a + bc) · b = cb. Îòæå, (a + b)c · b =
= (a+ bc) · b. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî (a+ b)c+ b = (a+ bc) + b. a) ⇒ f).
Âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 3.2 i òîãî, ùî ïiäðåøiòêà ìîäóëÿðíî¨ ðåøiòêè ¹ ìîäóëÿð-
íîþ. f) ⇒ a). Âèïëèâà¹ ç êðèòåðiþ ìîäóëÿðíîñòi (òåîðåìà 3.6). 19. Âêà-

çiâêà. Îñêiëüêè a1 ≤ b2 b3 · · · bn, òî
(
a1 + (a2 + · · · + an)

)
b1 b2 · · · bn =

=
(
a1+(a2+· · ·+an)b2 · · · bn

)
b1. Òåïåð, óðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü a2+· · ·+an ≤ b1,

ìà¹ìî:
(
a1+b2 · · · bn(a2+· · ·+an)

)
b1 = a1b1+(a2+· · ·+an)b2 · · · bn. Äàëi çàñòî-

ñóéòå iíäóêöiþ. 20. Âêàçiâêà. a) ⇒ b). (a+c)(b+c) = ab+ac+cb+cc = ab+c.
b) ⇒ c). ab+bc+ca = ab+(bc+ca) = (a+bc+ca)(b+bc+ca) = (a+bc)(b+ca) =
= (a + b)(a + c)(b + c)(b + a). c) ⇒ a). ßêùî a ≤ c, òî ab + bc + ca = a + bc,
(a+ b)(b+ c)(c+ a) = (a+ b)c, ùî äà¹ ìîäóëÿðíiñòü. Îñêiëüêè c ≥ bc+ ca, òî
c(ab+ bc+ ca) = c · ab+ bc+ ca = bc+ ca. Ç iíøîãî áîêó, c(a+ b)(b+ c)(c+ a) =
= c(a+b). Òîìó c(a+b) = ca+cb. a)⇒ d). Öå ëåìà 3.2. d)⇒ c). Çãiäíî iç çàäà-
÷åþ 3.7.e ðåøiòêà L ¹ ìîäóëÿðíîþ. Íåõàé u = ab+bc+ca, v = (a+b)(b+c)(c+a),
p = ac + b(a + c), q = bc + a(b + c), r = ab + c(a + b). Âèêîðèñòîâóþ÷è ìîäó-
ëÿðíèé çàêîí (çàäà÷à 3.7.b), ïîêàæiòü, ùî p+ r = v, q+ r = v, pr = u, qr = u.
Òîìó p = q. Äàëi ïîêàæiòü, ùî p = p+ q = v, p = pq = u. b) ⇒ e). Îñêiëüêè
a+ c ≥ c, òî a+ bc = (a+ b)(a+ c) ≥ (a+ b)c. e) ⇒ a). Ïiñëÿ ìíîæåííÿ îáîõ
÷àñòèí íåðiâíîñòi (a+ b)c ≤ a+ bc íà c îòðèìó¹ìî (a+ b)c ≤ (a+ bc) ≤ ac+ bc.
Iç äðóãîãî áîêó, iç íåðiâíîñòåé a + b ≥ ac + bc i c ≥ ac + bc âèïëèâà¹, ùî
(a + b)c ≥ ac + bc. 21. Âêàçiâêà. a) ⇒ e). ßêùî ab ≤ c i a ≤ b + c, òî
ac = a(c + bc) = ac + abc = ac + ab = a(b + c) = a. 24. Âêàçiâêà. Âèêî-
ðèñòàéòå íîðìàëüíó ôîðìó � äèç'þíêòèâíó àáî êîí'þíêòèâíó. 27. Âêàçiâ-

êà. Ðåøiòêà iäåàëiâ ¹ ïiäðåøiòêîþ ðåøiòêè ïiäãðóï àäèòèâíî¨ ãðóïè êiëüöÿ.
29. Âêàçiâêà. ßêùî àáåëåâà ãðóïà ¹ öèêëi÷íîþ, òî ðåøiòêà ïiäãðóï ¹ ïðÿìèì
äîáóòêîì ðåøiòîê ïiäãðóï ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ êîìïîíåíò. 30. Âêàçiâêà.
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Âèêîðèñòàéòå êðèòåðié äèñòðèáóòèâíîñòi ìîäóëÿðíî¨ ðåøiòêè. 32. Âêàçiâ-

êà. a) (a+b)+a′b′ = a+ab′+a′b′+b = a+(a+a′)b′+b = a+b′+b = a+1 = 1;
b) (a + b) · a′b′ = aa′b′ + ba′b′ = 0 · b′ + 0 · a′ = 0. 33. Íi. 38. Âêàçiâêà.

Äîñèòü ïîêàçàòè iñíóâàííÿ àáî íåñêií÷åííîãî ñïàäíîãî, àáî íåñêií÷åííîãî
çðîñòàþ÷îãî ëàíöþãà. ßêùî êîæåí ñïàäíèé ëàíöþã îáðèâà¹òüñÿ, òî äëÿ êî-
æíîãî a ̸= 0 iñíó¹ àòîì b ≤ a. ßêùî àòîìiâ ñêií÷åííà êiëüêiñòü, òî ðåøiòêà
ñêií÷åííà. ßêùî æ àòîìiâ íåñêií÷åííî áàãàòî, òî îäåðæó¹ìî íåñêií÷åííèé
çðîñòàþ÷èé ëàíöþã 0 < a1 < a1 + a2 < a1 + a2 + a3 < · · · . 39. Íàïðèêëàä,
ïiäàëãåáðà àëãåáðè B(N), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ i êîñêií÷åííèõ
ïiäìíîæèí. 41. 22

n

. Âêàçiâêà. Êîæåí åëåìåíò iç ⟨a1, . . . , an⟩ ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi ÄÄÍÔ âiä a1, . . . , an. 42. Bn � n-òå ÷èñëî Áåëëà. Âêàçiâêà. Êîæíî-
ìó ðîçáèòòþ M = A1 ∪ · · · ∪Ak âiäïîâiäà¹ ïiäàëãåáðà, ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè
A1, . . . , Ak. Iíøèõ ïiäàëãåáð íåìà. 43. Âêàçiâêà. Êîìóòàòèâíiñòü âèïëèâà¹
ç ab − ba = (ab − ba)3 = 0, òîòîæíiñòü � iç x + x = (x + x)2. 53. Âêàçiâêà.
ßêùî P(M) ≃ B(N), òî ìíîæèíà N � íåñêií÷åííà. Òîäi â B(N) iñíó¹ òàêèé
åëåìåíò a, ùî äîâæèíè ÿê çðîñòàþ÷èõ, òàê i ñïàäíèõ ëàíöþãiâ iç ïî÷àòêîì â
a íå îáìåæåíi. À â P(M) òàêèõ åëåìåíòiâ íåìà.

Ãëàâà 4. 4. Âêàçiâêà. ßêùî a = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · i a0 ̸= 0, òî êîåôi-

öi¹íòè ðÿäó 1/a = b0 + b1x + b2x
2 + · · · îá÷èñëþþòüñÿ ðåêóðåíòíî: b0 = 1/a0

i bk = − 1
a0

∑k
i=1 aibk−i ïðè k > 0. 5. A1 ≃ A6, A4 ≃ A5. Âêàçiâêà. dimA1 =

= dimA4 = dimA5 = dimA6 = 2, dimA2 = dimA3 = dimA7 = dimA8 = ∞.
Êðiì òîãî, â A4 ¹ íiëüåëåìåíòè, à â A1 � íåìà. Ñåðåä àëãåáð A2 A3, A7, A8

1-ïîðîäæåíîþ ¹ òiëüêè A2, à íiëüåëåìåíòè ìiñòèòü ëèøå A8. Êðiì òîãî, â A7

¹ äiëüíèêè íóëÿ, à â A3 � íåìà. 7. Âêàçiâêà. Êîæíå ç âiäîáðàæåíü x 7→ ax i
x 7→ xa ìà¹ íóëüîâå ÿäðî òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ ái¹êòèâíèì. 8. Âêà-

çiâêà. Ðîçãëÿíüòå ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíòà a. 9. Âêàçiâêà. ßêùî íå-
òðèâiàëüíèõ îäíîñòîðîííiõ iäåàëiâ íåìà, òî äëÿ äàíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà
a iñíóþòü òàêi el i er, ùî ela = aer = a. Äàëi ïîêàæiòü, ùî elx = xer = x äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà x. 14. Íi. Âêàçiâêà. dimH = 4, dimC[Q8] = 8. 15. Íi.
18. Âêàçiâêà. Êâàäðàò êâàòåðíiîíà z áóäå äiéñíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè z
äiéñíèé àáî ÷èñòî óÿâíèé. 20. Âêàçiâêà. ßêùî x2 ∈ R, òî x ¹ ñêàëÿðíèì àáî
âåêòîðíèì. x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1), à äðóãèé ìíîæíèê ìà¹ íåñêií÷åííî
áàãàòî êîðåíiâ. 22. Âêàçiâêà. n-âèìiðíó àëãåáðó íàä C ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
2n-âèìiðíó àëãåáðó íàä R. Äàëi çàñòîñóéòå òåîðåìó Ôðîáåíióñà. 25. Âêàçiâêà.
Äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè âèêîðèñòàéòå çàäà÷ó 4.23. 26. Âêàçiâêà. Ðîç-
ãëÿíüòå ìàòðèöi E =

(
1 0
0 1

)
, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
, K =

(
0 i
i 0

)
. 29. Âêàçiâêà.

Âèêîðèñòàéòå çàäà÷ó 4.28. 31. Âêàçiâêà. Âèáåðiòü áàçó 1, b i íåõàé b2 = α+βb.
Äàëi � áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà. 32. Âêàçiâêà. Ïîêàæiòü, ùî ìîæíà âèáðàòè
áàçó 1, j òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ îäíà ç òðüîõ ìîæëèâîñòåé: àáî j2 = −1, àáî
j2 = 1, àáî j2 = 0. 33. C⊕C, C[x]/(x2). Âêàçiâêà. Ïîêàæiòü, ùî ìîæíà âèáðà-
òè áàçó 1, j òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ îäíà ç äâîõ ìîæëèâîñòåé: àáî j2 = 1, àáî
j2 = 0. 34. Âêàçiâêà. ßêùî p i q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, òî êâàäðàòè÷íi ðîçøè-
ðåííÿ Q(

√
p) i Q(

√
q) íåiçîìîðôíi. 35. Âêàçiâêà. b·bb = ba = −b, bb·b = ab = b.
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Äëÿ A = αa + βb, X = xa + yb, B = γa + δb ðiâíÿííÿ AX = B i XA = B

çâîäÿòüñÿ âiäïîâiäíî äî ñèñòåì

{
αx+ βy = γ,
−βx+ αy = δ

i

{
αx+ βy = γ,
βx− αy = δ

iç âè-

çíà÷íèêîì ±(α2+β2). ßêùî β ̸= 0, òî ñèñòåìà AX = A, XA = A � íåñóìiñíà.
37. Âêàçiâêà. ßêùî a� åëåìåíò ïîðÿäêó n, òî (1+a+· · ·+an−1)(1−a) = 0. 40.
a) 3, b) 5, c) 4. Âêàçiâêà. Ðîçìiðíiñòü öåíòðó äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi êëàñiâ ñïðÿ-
æåíèõ åëåìåíòiâ. 42. Ëèøå äëÿ îäèíè÷íî¨ ãðóïè. 43. a) 0, ⟨b⟩; b) 0, ⟨1− b⟩,
⟨1 + b⟩. Âêàçiâêà. Êîæåí íåòðèâiàëüíèé iäåàë ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì.
44. 0, M2(Z2), ìàòðèöi ç íóëüîâèì ïåðøèì ñòîâï÷èêîì, ìàòðèöi ç íóëüîâèì
äðóãèì ñòîâï÷èêîì, ìàòðèöi ç îäíàêîâèìè ñòîâï÷èêàìè. 45. 2n. Âêàçiâêà.
Êîæåí iäåàë îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíîþ íîìåðiâ òèõ êîìïîíåíò, ÿêi
äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ iäåàëó äîðiâíþþòü 0. 46. Âêàçiâêà. a) Ðîçãëÿíüòå íåíóëüî-
âèé îäíî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ, ÿêèé çóñòði÷à¹òüñÿ â åëåìåíòàõ iäåàëó I, i
âèêîðèñòàéòå çàäà÷ó 4.4. 47. a) 8, b) 32. 49. Âêàçiâêà. a) Íåòðèâiàëüíà òiëüêè
äðóãà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ. Íåõàé I � ëiâèé iäåàë i U = ⟨φ(v) | φ ∈ I, v ∈ Pn⟩.
Âêëþ÷åííÿ I ⊆ IlU î÷åâèäíå. Íåõàé v = α1v1 + · · ·+ αkvk, äå vi = φi(ui) äëÿ
äåÿêèõ ui ∈ Pn, φi ∈ I. Âiçüìåìî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé âåêòîð f ∈ Pn i äî-
ïîâíèìî éîãî äî áàçè: f1 = f , f2, . . . , fn. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ψi ïåðåòâîðåííÿ,
äëÿ ÿêîãî ψi(f) = ui, ψi(fj) = 0 ïðè j ̸= 1, i íåõàé ψf,v = α1ψ1φ+ · · ·+αkψkφ.
Òîäi ψf,v ∈ I, ψf,v(f) = v i ψf,v(fj) = 0 ïðè j ̸= 1. Íåõàé òåïåð φ ∈ IlU i
φ(ei) = wi, (i = 1, . . . , n). Òîäi φ = ψe1,w1 + · · ·+ ψen,wn , çâiäêè φ ∈ I, ùî äî-
âîäèòü çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ. b) Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè òâåðäæåííÿ
ðîçãëÿíüòå íà Pn íåâèðîäæåíó áiëiíiéíó ñèìåòðè÷íó ôîðìó (u, v) i äîâåäiòü,
ùî äëÿ ïðàâîãî iäåàëó I ìíîæèíà I∗ = {φ∗ | φ ∈ I} (äå φ∗ ¹ ïåðåòâîðåííÿì,
ñïðÿæåíèì äî φ) ¹ ëiâèì iäåàëîì. Äàëi âèêîðèñòàéòå ï. a). 51. Âêàçiâêà.

Âèêîðèñòàéòå çàäà÷ó 4.50. 52. Âêàçiâêà. Öå � ìàòðè÷íå ïåðåôîðìóëþâàííÿ
çàäà÷i 4.49. 53. C ⊕ . . . ⊕ C. 54. Ïiäàëãåáðà A áóäå íàïiâïðîñòîþ êîìóòà-
òèâíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ íå¨ iñíó¹ âëàñíà áàçà (ñïiëüíà äëÿ âñiõ
ïåðåòâîðåíü ç A). 55. Âêàçiâêà. Äëÿ êîæíîãî iíâàðiàíòíîãî âiäíîñíî àëãåáðè
A ïiäïðîñòîðó ç Cn éîãî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ òàêîæ áóäå iíâàðiàíòíèì
ïiäïðîñòîðîì. Ðîçêëàäiòü Cn ó ïðÿìó ñóìó ìiíiìàëüíèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ. Îáìåæåííÿ A íà êîæåí iç òàêèõ ïiäïðîñòîðiâ äà¹ íåçâiäíå çîáðàæåí-
íÿ é êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò ç A õî÷à á íà îäíîìó ç öèõ ïiäïðîñòîðiâ äi¨
íåòðèâiàëüíî. 56. T−1DT , äå T � ôiêñîâàíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, à D �
ïiäàëãåáðà êëiòèííî-äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü iç ôiêñîâàíèìè ðîçìiðàìè êëiòèí.
Âêàçiâêà. Ç òåîðåìè 4.14 âèïëèâà¹, ùî êîæíà íàïiâïðîñòà ïiäàëãåáðà çMn(C)
ïîäiáíà äåÿêié ïiäàëãåáði âèãëÿäó diag(Mk1(C), . . . ,Mkm(C)). 57. Âêàçiâêà.

Ïåðåòèí iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ çíîâó ¹ iíâàðiàíòíèì. Òîìó ç ìiíiìàëüíî-
ñòi V1 âèïëèâà¹, ùî ïåðåòèí Vk ∩ (V1+ · · ·+Vk−1) àáî íóëüîâèé, àáî çáiãà¹òüñÿ
ç Vk. Ëèøiòü iç íàáîðó V1, . . . , Vn ëèøå òi ïiäïðîñòîðè, ÿêi íå ìiñòÿòüñÿ â ñóìi
ïîïåðåäíiõ. 58. Âêàçiâêà. ßêùî iäåàë I ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí iç Mni(C),
òî âií ìiñòèòü Mni(C).

Ãëàâà 5. 1. Òàê. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàéòå çàäà÷ó 3.17. 2. xn = 1 i òîòîæíî-
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ñòi (5.5). 3. Âêàçiâêà. Òîòîæíiñòü fk(x) = fm(y) (k < m) ðiâíîñèëüíà òîòî-
æíîñòi fk(x) = fk(y); ñèñòåìà fk(x) = fk+p(x), fm(x) = fm+q(x) ðiâíîñèëü-
íà òîòîæíîñòi fmin(k,m)(x) = fmin(k,m)+ÍÑÄ(p,k)(x); ñèñòåìà fk(x) = fk(y),
fm(x) = fm+q(x) ðiâíîñèëüíà òîòîæíîñòi fmin(k,m)(x) = fmin(k,m)(y). 4. Ãðàô
äi¨ óíàðó ¹ äèç'þíêòíèì íàáîðîì öèêëiâ äîâæèíè k, êîæåí iç ÿêèõ ìiñòèòü
ðiâíî îäèí åëåìåíò âiëüíî¨ ñèñòåìè òâiðíèõ. 5. a) Ãðàô äi¨ ¹ äèç'þíêòíèì

íàáîðîì öèêëiâ äîâæèíè 1 i 3; b) ⟨X �∪ {y}; f⟩, äå f(x) = f(y) = y äëÿ âñiõ
x ∈ X; c) óñi óíàðè. 7. Âêàçiâêà. Êîæíó òîòîæíiñòü ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿ-
äó γ1x1 + · · · + γkxk = 0, ÿêà ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi γ1x1 = 0, . . . , γkxk = 0.
8.

∏
i∈I Zn. 9. Áóòè ïðÿìîþ ñóìîþ öèêëi÷íèõ ãðóï îäíàêîâîãî ïîðÿäêó. Âêà-

çiâêà. Âèêîðèñòàéòå çàäà÷ó 5.7 i 5.8. 10. a) nx = 0; b) ÍÑÊ(n,m) · x = 0;
c) 0 ·x = 0. 11. Âêàçiâêà. Íåõàé M � íàéìåíøèé êëàñ àëãåáð, ÿêèé ìiñòèòü A
i çàìêíåíèé âiäíîñíî âçÿòòÿ ïiäàëãåáð i ïðÿìèõ äîáóòêiâ. Iç äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè 5.3 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X âiëüíà àëãåáðà F (X) iç êëàñó
M áóäå ñêií÷åííîþ. 12. Íåõàé N � êëàñ óñiõ içîìîðôíèõ îáðàçiâ ôàêòîðàë-
ãåáð ïiäàëãåáð ïðÿìèõ äîáóòêiâ àëãåáð iç R. Âêëþ÷åííÿ R ⊆ N ⊆ M âèïëèâà¹
ç òåîðåìè Áiðêãîôà. Äëÿ äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ M ⊆ N ïîêàæiòü çàìêíåíiñòü
N âiäíîñíî ïiäàëãåáð, ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ i ïðÿìèõ äîáóòêiâ. 14. Âêàçiâ-
êà. a) Öåé êëàñ íå çàìêíåíèé âiäíîñíî ïðÿìèõ äîáóòêiâ. b) Íåõàé F (X) �
âiëüíà íiëüïîòåíòíà íàïiâãðóïà i n � ¨¨ ñòóïiíü íiëüïîòåíòíîñòi. Íåõàé A
íiëüïîòåíòíà íàïiâãðóïà êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi m > n i a1, . . . , an ∈ A � òà-
êi, ùî a1 · · · an ̸= 0. Òîäi æîäíå ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ X → {a1, . . . , an}
íå ïiäíiìà¹òüñÿ äî ãîìîìîðôiçìó F (X) → A. 15. Âêàçiâêà. Äèâ. âêàçiâêó
äî çàäà÷i 5.14. 16. Ìíîæèíà âñiõ ñëiâ äîâæèíè < n ó äàíîìó àëôàâiòi X
(ÿê ôàêòîðíàïiâãðóïà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè X+ çà iäåàëîì ñëiâ äîâæèíè ≥ n).
17. Íàïiâãðóïîâi àëãåáðè íàïiâãðóï iç çàäà÷i 5.16. 19. Âêàçiâêà. Ïîêëàäiòü
1 = x/x, x−1 = (x/x)/x, xy = x/

(
(y/y)/y

)
i ïåðåïèøiòü ó íîâèõ ïîçíà-

÷åííÿõ òîòîæíîñòi (5.5). 20. Âêàçiâêà. Ïîêëàäiòü b/a = ba−1. 43. Âêàçiâêà.
a) ab− ba = (ab− ba)3 = 0; b) a+ a = (a+ a)2 = (a+ a) + (a+ a).

Ãëàâà 6. 11. Âêàçiâêà. Äîñòàòíiñòü. ∥x + y∥k = ∥(x + y)k∥ = ∥xk+
+
(
k
1

)
xk−1y+· · ·+yk∥ ≤ ∥xk∥+∥

(
k
1

)
xk−1y∥+· · · ≤ ∥xk∥+∥xk−1y∥+∥xk−2y2∥+· · · ,

áî ∥n∥ ≤ 1. Íåõàé òåïåð max(∥x∥, ∥y∥) = a i ∥x+ y∥ = a+ α, äå α > 0. Òîäi
(a + α)k ≤ ak + ak + · · · = (k + 1)ak. Ç iíøîãî áîêó, (a + α)k ≥ ak + kak−1α+

+ k(k−1)
2

ak−2α2. Çâiäñè kak−2
(
aα + k−1

2
α2

)
≤ kak. Çîêðåìà, k−1

2
α2 ≤ a2 äëÿ

âñiõ k. Ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, α ≤ 0 i ∥x + y∥ ≤ max(∥x∥, ∥y∥). 14. Âêàçiâêà.

Îñêiëüêè äëÿ âñiõ x, y ìà¹ áóòè |x + y|α ≤ |x|α + |y|α, òî 2α|x|α ≤ 2 · |x|α,
çâiäêè α ≤ 1. Íàâïàêè, íåõàé 0 < α ≤ 1. Òîäi zα ≥ z äëÿ âñiõ z ∈ [0, 1]. Íåðiâ-
íiñòü |x + y|α ≤ |x|α + |y|α ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi 1 ≤ |x|α

|x+y|α + |y|α
|x+y|α . Àëå

|x|α
|x+y|α + |y|α

|x+y|α =
∣∣1− y

x+y

∣∣α +
∣∣1− x

x+y

∣∣α ≥ 1− y
x+y

+ 1− y
x+y

= 1. 15. Âêà-

çiâêà. Íåõàé x > 1. Îñêiëüêè x+ (1− x) = 1, òî äëÿ íîðìè ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ
íåðiâíiñòü 1≤xα+(x−1)α, ÿêà ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi (x−α−1)((x−1)−α−1)≤1,
ùî õèáíà ïðè x− 1 > log(−α) 2. 16. Âêàçiâêà. Çà òåîðåìîþ Îñòðîâñüêîãî
âñi àðõiìåäîâi íîðìè ∥ ∥ íà Q ðiâíîñèëüíi. Äàëi âèêîðèñòàéòå òâåðäæåííÿ
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6.8 i çàäà÷ó 6.14.a. 18. a) 2; b) 2; c) −1; d) −4; e) 1; f) 3; g) −2; h) 2;
i) 0; j) 4; k) 7; l) −1; m) 2n − n; n) 1; o) 1 + p+ p2 + · · ·+ pk−1. 21. a)
2 .1211 . . . ; b) 0.12102 . . . ; c) 51.240 . . . . 22. a) 0.01(10); b) 0.2(0121); c) 43.(3);
d) 0.1(01220211101021022220); e) 0.1(2101); f) 0.1(31); g) 0.5(2145); h) 110.(10);
i) 4.(43); j) 22 .(2212). 25. Ó ïîëi Qp íå iñíó¹

√
p. 26. Çíàéäiòü äëÿ êîæíîãî ç

ïîëiâ êiëüêiñòü òèõ öiëèõ ÷èñåë k ∈ [0, pq), äëÿ ÿêèõ ó äàíîìó ïîëi iñíó¹
√
k.

30. Ïîñëiäîâíiñòü ¹ çáiæíîþ, ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ 0. 31. Âêàçiâêà. Äëÿ äîñòà-
òíîñòi äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ÷àñòêîâi ñóìè Sn = a1 + · · ·+ an óòâîðþþòü ïîñëi-
äîâíiñòü Êîøi. À öå âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi |Sm − Sn|p ≤ max(|an1 |p, . . . , |am|p).
32. ordp x ≥ 1 äëÿ p > 2 i ord2 x ≥ 2 äëÿ p = 2. Âêàçiâêà. ordp n! =

[
n
p

]
+

+
[

n
p2

]
+

[
n
p3

]
+ · · · . 33. a) 1

1−p
; b) 1

1+p
; c) p2−p+1

1−p2
. 34. Âêàçiâêà. a) Íåõàé

n −−−→
| |p

m
k
, äå m

k
� íåñêîðîòíèé äðiá i ordpk = N . Âiçüìåìî ε < 1/pN . Ïðè-

ïóñòèìî, ùî
∣∣n − m

k

∣∣
p
< ε äëÿ âñiõ n > n0. Çàïèøåìî nk − m = pNnMn,

äå Nn = ordp(nk − m). Òîäi Nn > N äëÿ âñiõ n > n0. Çâiäñè i ç ðiâíî-
ñòi (n + 1)k − m = (nk − m) + k âèïëèâà¹, ùî ordpk > N . Ñóïåðå÷íiñòü.
b) Íåõàé an −−−→

| |p

m
k

i ordp

(
an − m

k

)
= Nn. Äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n ìà-

¹ìî: Nn ≤ ordp(ank − m) ≤ logp |ank − m| < logp(|k| + 1)an < 2n! . Òîäi

äëÿ m > n ìà¹ìî: am − m
k

=
(
an − m

k

)
+ (am − an) = pNn · u

v
+ p(n+1)! · A,

çâiäêè ordp

(
am − m

k

)
= Nn i íîðìà

∣∣am − m
k

∣∣
p

= p−Nn � ôiêñîâàíà i íå
ïðÿìó¹ äî 0. 38. Äëÿ p = 5, 13, 17. Âêàçiâêà. −1 ìà¹ áóòè êâàäðàòè÷íèì ëè-
øêîì çà ìîäóëåì p. 39. a) 0.21213 . . ., 0.33231 . . .; b) 0.55105 . . ., 0.8 7 11 12 7 . . ..
41. 0.101011 . . ., 0.110100 . . .. 42. Òàê � b, c, d, f, i; íi � a, e, g, h. 43. Âêàçiâêà.
Ìîæíà âçÿòè (a, b, pa, pb), äå a � êâàäðàòè÷íèé ëèøîê, à b � êâàäðàòè÷íèé
íåëèøîê çà ìîäóëåì p. 44. Âêàçiâêà. Iç òåîðåìè Ôåðìà âèïëèâà¹, ùî êîëè
ap = 1 i a ̸= 1, òî a ìà¹ âèãëÿä a = 1+ pk(ak + ak+1p+ ak+2p

2 + · · · ), äå k > 0
i ak ̸= 0. Îá÷èñëiòü p-é ñòåïiíü öüîãî ÷èñëà.
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Ïîçíà÷åííÿ

⟨A; Ω⟩ � óíiâåðñàëüíà àëãåáðà ç íîñi¹ì A i ñèãíàòóðîþ Ω � 6;
⟨A; (ωi)i∈I⟩ �óíiâåðñàëüíà àëãåáðà ç íîñi¹ìA i ðîäèíîþ äié (ωi)i∈I�6;
A/∼ � ôàêòîðàëãåáðà àëãåáðè A çà êîíãðóåíöi¹þ ∼ � 13;
a△ � íèæíié êîíóñ åëåìåíòà a � 60;
a▽ �âåðõíié êîíóñ åëåìåíòà a � 60;
A1 ⊕ · · · ⊕ An � ïðÿìà ñóìà àëãåáð A1, . . . , An � 89;
B(X) � íàïiâãðóïà âñiõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi X � 27;
Bn � íàïiâãðóïà Áðàóåðà íà n-åëåìåíòíié ìíîæèíi � 28;
B(M) � óïîðÿäêîâàíà çà âêëþ÷åííÿì ìíîæèíà âñiõ ïiäìíîæèí

ìíîæèíè M � 61;
Bfin(M) � ðåøiòêà âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè M � 61;
Con(A) � ìíîæèíà âñiõ êîíãðóåíöié íà óíiâåðñàëüíié àëãåáði A � 11;
D(a) � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi D-âiäíîøåííÿ �ðiíà, ÿêèé ìiñòèòü

åëåìåíò a � 41;
EndA � ìíîæèíà åíäîìîðôiçìiâ óíiâåðñàëüíî¨ àëãåáðè A � 30;
E(S) � ìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ íàïiâãðóïè S � 23;
F (X) � âiëüíà íàïiâãðóïà ç ìíîæèíîþ òâiðíèõ X � 25;
F (Ω, X) � âiëüíà àëãåáðà ñèãíàòóðè Ω iç ñèñòåìîþ òâiðíèõ X � 10;
FΛ(Ω, X) � âiëüíà àëãåáðà ìíîãîâèäó (Ω,Λ) � 124;
FP(S) � ôàêòîðñòåïiíü íàïiâãðóïè ïåðåòâîðåíü S � 29;
H � òiëî êâàòåðíiîíiâ � 90;
H(a) � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi H-âiäíîøåííÿ �ðiíà, ÿêèé ìiñòèòü

åëåìåíò a � 41;
iA � îäèíè÷íà êîíãðóåíöiÿ íà àëãåáði A � 11
inf A � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè A � 59;
IS(X) � ñèìåòðè÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà âñiõ ÷àñòêîâèõ ïiäñòàíîâîê

íà ìíîæèíi X � 27;
J (a) � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi J -âiäíîøåííÿ �ðiíà, ÿêèé ìiñòèòü

åëåìåíò a � 41;
Kerφ � ÿäðî ãîìîìîðôiçìó φ àáî çîáðàæåííÿ φ � 10, 99;
L(a) � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi L-âiäíîøåííÿ �ðiíà, ÿêèé ìiñòèòü

åëåìåíò a � 40;
⟨M⟩ � ïiäàëãåáðà, ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ M � 8;
N(x) � íîðìà êâàòåðíiîíà x � 91;
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n(ω) � àðíiñòü îïåðàöi¨ ω � 6;
oA � íóëüîâà êîíãðóåíöiÿ íà àëãåáði A � 11;
ordpn � ïîêàçíèê ñòåïåíÿ, iç ÿêèì ïðîñòå ÷èñëî p âõîäèòü ó êàíîíi÷íèé
ðîçêëàä ÷èñëà n � 154;
P (A) � ãëîáàëüíà íàäàëãåáðà àëãåáðè A àáî íàïiâãðóïà-ñòåïiíü

íàïiâãðóïè A � 7, 28;
P [S] � ãðóïîâà (âiäïîâiäíî íàïiâãðóïîâà) P -àëãåáðà ãðóïè (âiäïîâiäíî
íàïiâãðóïè) S � 87;
PT (X) � íàïiâãðóïà âñiõ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè X � 26;
P ⟨x1, . . . , xn⟩ � òåíçîðíà P -àëãåáðà ç òâiðíèìè x1, . . . , xn � 88;
Qp � ïîëå p-àäè÷íèõ ÷èñåë � 138;
R(a) � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi R-âiäíîøåííÿ �ðiíà, ÿêèé ìiñòèòü

åëåìåíò a � 40;
S1 � íàïiâãðóïà S iç ïðè¹äíàíîþ îäèíèöåþ (ÿêùî â S íå áóëî îäèíèöi),
àáî ñàìà S ó ïðîòèâíîìó ðàçi � 25;
Sub(A) � ìíîæèíà âñiõ ïiäàëãåáð óíiâåðñàëüíî¨ àëãåáðè A � 61;
supA � òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü ìíîæèíè A � 59;
T (X) � ñèìåòðè÷íà íàïiâãðóïà âñiõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè X � 26;
W (M) � ïîõiäíèé ìíîãîâèä ìíîãîâèäó M � 129;
X∗ � âiëüíèé ìîíî¨ä iç ìíîæèíîþ òâiðíèõ X � 25;
x̂ � óÿâíà (âåêòîðíà) ÷àñòèíà êâàòåðíiîíà x � 90;
x � êâàòåðíiîí, ñïðÿæåíèé äî êâàòåðíiîíà x � 90;
∥x∥ � íîðìà åëåìåíòà x � 146;
Z(A) � öåíòð àëãåáðè A � 86;
Z(p) � êiëüöå öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë � 135;

µ
�
+ ν � ïðÿìà ñóìà çîáðàæåíü µ òà ν � 101;

φ ◦ ψ � äå-ìîðãàíiâñüêèé äîáóòîê áiíàðíèõ âiäíîøåíü φ i ψ � 27;
(Ω,Λ) � ìíîãîâèä àëãåáð ñèãíàòóðè Ω, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ

òîòîæíîñòÿìè Λ � 117;∏
i∈I Ai � ïðÿìèé äîáóòîê ðîäèíè àëãåáð (Ai)i∈I � 14;
| |p � p-àäè÷íà íîðìà íà ïîëi Q � 154.
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